Idéaux complètement premiers de l'algèbre enveloppante de gln(C)  by Mœglin, C
JOURNAL OF ALGEBRA 106, 287-366 (1987) 
ldbaux complktement premiers de I’algebre 
enveloppante de g/,(C) 
C. M~GLIN 
Laboraroire de MathPmatique.7 Fondamentales, Universit6 Pierre et Marie Curie, 
4, Place Jussieu, 75230 Paris, France 
Communicated by A. W. Goldie 
Received October 24, 1984 
EN L’HONNEUR DE J. DIXMIER 
INTRODUCTION 
Le but de ce travail est de dkmontrer, comme l’avait conjecturk 
J. Dixmier, que tout id&al primitif complktement premier de l’algkbre enve- 
loppante de sf,(C) est induit au sens suivant: 
Soit I un idtal primitif complktement premier de U(sl,,(C)), alors il existe 
une sous-algibre parabolique, notke q, de s/,,(C) et une reprtsentation de 
dimension 1 de q, tels que I soit I’annulateur de la reprksentation induite de 
q 23 &(a=). 
En fait nous dkmontrons ce rtsultat en remplaGant s/,,(C) par gr,(@), ce 
qui est strictement Cquivalent; et pour cela nous utilisons les idles de 
[Di 11. En effet une ttape importante dans la dkmonstration est la preuve 
de la conjecture [Di 1,6.12] sous la forme suivante: 
soient p une sous-algkbre de gf,,(@) qui est le stabilisateur d’un point dif- 
fkrent de 0 de la reprtsentation naturelle de g/,,(C) et Z un id&al primitif 
complttement premier de U(gl,,(C)), alors l’idttal In U(p) de U(p) est un 
idCal primitif compktement premier. 
De plus, soit r un entier, notons Z(g), la sous-alg;bre du centre de 
U( g/,(C)) engendrte par l’ensemble des ClCments de degrk inftrieur ou tgal 
A r. Nous montrons que l’application, notCe cp, qui A I associe In U(p) et 
In Z(g), est injective A condition que r soit bien choisi, ce choix d&pendant 
de In U(p) (cf. II.20 et 11.3). Pour terminer la dkmonstration, utilisant une 
rtcurrence, on montre que la restriction de cp A l’ensemble des idkaux 
primitifs induits est surjective; le point important, pour cela, est de calculer 
In U(p) quand on suppose que Zest un idtal primitif induit (c’est l’objet de 
la section III). Pour faire ce calcul, on construit suffisamment d’tltmen’, 
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appartenant a I (cf. 111.16). Malheureusement, toutes ces demonstrations 
necessitent beaucoup de calculs, d’ou la presence de la section I qui est 
purement technique. Comme cela ne demande pas plus de travail, on fait la 
plupart des demonstrations pour des idtaux completement premiers (non 
necessairement primitifs). Pour les liens entre ces resultats et la construc- 
tion d’une application de Dixmier pour s/,,(C), je renvoie a [B, 1 ] et [BJ] 
oti cette application est construite et oti ils montrent qu’elle est injective; ici 
c’est la surjectivitt qui est prouvee. 
0. NOTATIONS ET REMARQUES 
On pose 
(1) l B = d,,(C). 
l U(g) l’algebre enveloppante de 9. 
l Z(q) le centre de U(g). 
l {.yij, 1 d i, j< n}: la base habituelle de 9; i.e., l’ensemble des 
matrices n x n ayant un seul element non nul. 
l p la sous-algebre de 9, en tant qu’espace vectoriel, engendree par 
l’ensemble des elements (xii), G iG n, l <j G ,I. 
l 6,, est le symbole de Kroneker; i.e.: 
l 6,, = 0 si i #j. 
l 6,,=1 si i=j. 
(2) l Soient r un entier positif et A une matrice r x r a coefficients dans 
une algebre quelconque de la forme (a,+, )1 G ;, ,~ G ,; on note 6, le 
groupe symetrique de degre r. 
l E l’unique homomorphisme non trivial de 6, dans Z. 
l det A =L.~, 4~) K=, a,(.,,.,. 
Nous utiliserons frequemment que det est bilineaire en les lignes et les 
colonnes, qu’on peut le developper suivant la premiere ou la derniere 
colonne de la facon suivante: 
det A = i (-l)‘+’ ailA;= i ( -l)“iA,%,, 
i= I i= 1 
oti Ai et Aysont les mineurs tvidents. 
De plus, apres permutations des lignes de A, le determinant n’est change 
que par multiplication par le signe de la permutation. 
Dans (Di 1, 4 1) se trouve un certain nombre de proprittes supplemen- 
taires de det A quand A a certaines proprittb. 
(3) Soit r un entier positif, on note E, l’ensemble des r-uples d’entiers 
compris entre 1 et n au sens large et EL l’ensemble des r-uples d’entiers 
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compris entre 1 et n + 1 au sens strict. Un Ckment de E, ou Er sera nott 
des deux fagons suivantes 
ii) ou (i, ,..., i,). 
On utilisera la m$me convention pour les tltments de Cr. En outre soient 
(i} un tltment de @’ et cr un tkment de 6,; on pose: 
(‘= I 
o{i} = (jot,,,..., iricr,). 
Pour unifier les notations, on conviendra que E, et Eb sont l’ensemble 
vide et suivant la coutume, quand un Clkment est omis il est surmontk d’un 
: i.e., 
(i ,,..., i ,,..., i,)= (i, .“i,. ,ijtl . ..i.). 
(4) Soient r un entier positif, {i}, (j} des klkments de E, et LX un 
nombre complexe; on note D( { i}; {j}; IX) le dkterminant de la matrice 
(a,, ,,.), Gr. ,, Gr oh l’on a: 
Si r = 0, on oublie CI dans la notation qui devient D( { i}; {j}). 
(5) Soient r un entier positif et (i, j) un klement de E, on pose: 
1 
‘“=(r- l)! li)EE,-, 
~ 1 D(ii,...i r-l;i,...i,-Ij), 
Si r tgale 0, on pose: 
Remarquons, que si r tgale 1, les tkments Y’; et @; cokident avec xii; en 
outre quel que soit r, comme prtckdemment, les kkments cj sont trks 
voisins des kkments de [Di 1, 2.61 not& X,, 1, j; et on verra que Z, est un 
kltment de degrt r de Z(g). 
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(6) Soient r un entier positif, {i}, (,j} des elements de E, et {rni un 
element de N’; on note 
l Y({i}; {j}; {WI}) le determinant de la matrice (u,.,,),~~,,,~~ ou u,.,, 
est &gal a @T;. 
l X((i); {j}; {m}) le determinant de la matrice (b, ,,, ),< ,,,, VGr oti h,.,,. 
est Cgal a @;;,$. 
l W}; (j}; {m}) 1 e d’t e erminant de la matrice (c, ,,,.), G L, ,, G r ou c,.,, 
est Cgal a @$,. 
Si tous les elements du r-uple {if ou {j} sont egaux a i ou a j, on notera 
Y(i; {j>; {m}) ou Y({i}; j; {ml) au lieu de Y({i}; {j}; {ml). MCme con- 
vention pour X( ), et aussi pour T( ) si tous les elements du r-uple m sont 
egaux. En outre si l’on a: 
(m} = (Y, r- l,..., l), 
on supprime {m} des notations prtcedentes. 
(7) On note S(g) l’algebre symttrique de g et on munit U(g) de sa 
filtration habituelle; soit d un entier, on note U(g)d le sous-espace vectoriel 
ensemble des elements de filtration inferieure ou Cgale a d, on conviendra 
aussi que U(g) ~, est l’ensemble vide. On identihe S(g) aux fonctions 
polynomiales sur g grace a la forme de Killing et U(g),/U(g),- , au sous- 
espace vectoriel de S(g) ensemble des polynomes homogenes de degre d. 
Soient u un element de U(g) et d le plus petit entier tel que u soit un 
Clement de U(g),- U(g), l ; alors on note gr u l’image de u dans 
4l)d/43),.. 1; on considere gr u comme un element de S(g) et on dit que 
d est le degre de U. Remarquons que xii en tant qu’blement de S(g) s’iden- 
tifie avec la fonction qui A l’eltment x de g associe sa (j, i)ibme coordonnee 
(i.e., l’tlement dans la matrice representant x qui se trouve a l’intersection 
de la jiime ligne et de la iltme colonne). 
(8) En reprenant les notations de (5), (6) et (7) il est facile de voir 
que gr @5:, est la fonction notee (x’),~ qui a x associe la (j, i)i6me coordonnee 
de x’; il est aussi facile de voir que Y({i}; {j}; {m}), X((i); {j}; {m}) 
et Q(i); {j); {m}) sont des elements de U(g),,, et que leurs images 
dans U(g),,,/U(g),,, ~, sont les fonctions determinants des matrices r x r 
suivantes 
(4,,.) oti aCu. = (x”‘3t), j, ) 
(bb,,.) oh b;,. = (x”“)~,, , 
(c:,,.) oc c:,,. = (Xrn’ )j,& . 
Ces fonctions sont nulles si et seulement si deux lignes ou deux colonnes 
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coincident, ce qui n’est pas le cas en general pour les elements dont elles 
proviennent dans U(g). Toutefois celles qui sont non nulles sont le gradue 
de l’element de U(g) correspondant. 
I 
1.1. Cette partie est consacrte a la demonstration de lemmes techni- 
ques; pour faciliter l’ecriture, tres souvent dans les lemmes, on notera u 
l’eltment a calculer; cette notation est gentrique et evite de trainer des 
elements compliques dans la demonstration. 
1.2. LEMME. Soient r un entier positif, (i}, {j} des PltGments de E, et c( un 
PlPment de @: alors on a: 
VaEG,,; D({i}; {j};fx)=~(~)D({i};~{j};~). 
En particulier D( (i}; (j}; a) est nul si {j} n’est pas un r-uple d’entiers 
distincts. 
I1 suflit de considerer le cas ou G est une transposition de deux entiers 
constcutifs, notes s et s + 1; en outre la definition (cf. O.(2)) du determinant 
montre qu’il suffit alors de considerer le cas ou r egale 2, en remplacant ct 
par c1- (s - l), nombre que nous notons j3. Faisons ces hypotheses et 
posons: 
{i} =: (i, k), 
On a 
txic + B hit.)(Xkn, + (D - ’ ) bka I- tx!fc + B dkc)(Xln. + (B - l) s,w) 
+ Cxiu + B Bit, )(xk, + (B - l) skc) - txw + B ~!fw)(-‘~r + (fl- l) 6i~,) 
= CXipr Xk,,.l - CXkw xi,,,1 + Ji*.xkw- x,,. d,,,. 
+xkl 6;,,. - bkrXi,,. =0. 
D’ou le lemme. 
1.3. LEMME (notations 1.2). Soit (u, w) un PlPment de E,, alors on a: 
1.4 := [N(i); {j}; a), x,,,.l 
= i (-l)“-‘(D( {i}; wj, ...j,s...j,; cx) 6, 
s=l 
-D(ui,*-.i;..i,; {j};a)d,,,,.). 
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Soient s et t des entiers compris entre I et r au sens large; on note A la 
matrice servant B delinir D( { i}; {j>; z) (cf. O.(4)) et on delinit les matrices 
r x r, A(s, t) et A’(s, t), comme ttant les matrices identiques a A sauf sur la 
Srime colonne ou tous les elements sont nuls sauf celui qui est sur la Pme 
ligne qui vaut x,,,, et x,~,,. t- (CI - (s - 1 ) di,,,. respectivement. On d&nit de 
maniere analogue les matrices B(s, t) et B’(s, t) en changeant .ylerne colonne 
et tkme ligne par .Pme ligne et Pme colonne et x ,,,,, par xCj,. I1 est clair que 
Ion a 
l u = i i A(s, t) 6,.,- B(s, t) ai,,, ; 
v= I i !=I > 
l (A(& r)-A’(.& t))s,i,=(B(t,s)-B’(t,s))6,,,,.. 
1.4. Remarque. Soient r un entier positif, (i j) un Clement de E,, {i} un 
element de E, , et 0 un element de 6, ~, ; alors il resulte clairement de 
O.(2) et I.2 que l’on a 
1.5. LEMME (cf. O.(5)). Soient r un entier positif, (i,j) et (u, w) des 
PlPments de E,, alors on a: 
u := [ yj, s,.,,.] = y,,. 6,,, - y, hi,, 
D’apres O.(5) et I.3 et 1.4, on a: 
1 u=- C D(ii,...i,..,,i,...i,-,W)S,, 
(r- 1Y I,lEE,-, 
-D(ui,...i,.. ,;i,...i,-,j)6,,,. 
1 +(r-2)! li)~1;~2D(iui,,..ir~2;W~l...~r~2~) ----I 
-D(ivi,...i,+,; wi,...i,-,j) 
d’oti le lemme. 
1.6. COROLLAIRE. Soit r un entier positif‘ alors I’klkment Z, difini en 
(O(5)) appartient ci Z(g). 
C’est un corollaire immediat de 1.5. 
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1.7. LEMME (notations I.5 et 1.6). On a: 
y;, - Z,E U(P). 
Remarquons que le lemme est clair si r &gale 1 et supposons done que r 
est suptrieur ou itgal A 2. Soit i un kltment de E’, ; d’aprb la dbfinition et 
1.3, on a: 
1 
u(p)3 %-(r-2)! (ijEE,~2 
- C D(ili,...i,-,; li,...irezi). 
Or d’aprks 1.2, on a auk: 
jJ C D(ili,...i,-,; li,...irP2i) 
i=2 (i] cE,.-2 
d’oti finalement: 
U(p)3 i y,-(r- 1) !q,, 
r=2 
le lemme est alors clair par dkfmition de Z,.. 
1.8. Remargues. En utilisant 1.2, on voit que l’on a: 
(1) Z,=( -l)re’-J, F Q(i); ii)). 
,I, t& 
(2) ul;,E UP), Vj> 1. 
(3) T,=O si i#jet ran ou si i=jet r>n. 
1.9. LEMME (notations de 1.5). On a 
Y;,= i Y:;-’ (xlj-(r- 1)6,,) -Z,. ,(-xii-(r- 1)6,), 
( /=I > 
Le lemme est clair si r Cgale 1; supposons done r plus grand que 1. Soit 
(i) un Gment de E,-,, en dtveloppant le dkterminant calculant 
D(ii,...i,~~,;i,...i,~,j) suivant la dernikre colonne on voit qu’il vaut 
(cf. O.(2)): 
(1) (-l)‘-‘D({i};{i})(Xi,-(r-l)~;,) 
+~~1(-1)r+~~~‘D(ii,~~~~~,~~~i,_,;ji))x(xj~i-(r-l)b,~,). 
.s= I 
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En outre pour tout entier s compris entre 1 et r - 1 au sens large, on a 
d’apres 1.2: 
C (-l)‘+’ ’ D(ii,...i;..i,+,; {ij) 
[l)EL, , 
= 1 D(ii,...f,;..i,- ,;i,...i,...i,+,i,s) 
(i;‘E,-, 
Le lemme rtsulte done de la definition de Yj de (1) et de I& 1). 
1.10. LEMME. Soient r, t des entiers, (v, w) et (i, j) des Pkments de El; 
alors on a: 
(2) II existe des ensembles d’klkments de Z(g) indkpendants de (i, j), 
nof& (Z,,(r)), CrGr et (Z,Xr)), G.yGrr tef que [‘on ail: 
@rj - Yri= jj Z,(r) Y:,+= i Z:(r) @;,-“. 
s= I .s= I
(3) L’PIPment @;, appartient au sous-Z(g)-module de U(g) 
engendrP par U(p). 
(4) p;,, x,.,r] = qv h,,. - q, hi ,,‘. 
(1) est immediat d’apres les definitions. 
(2) se montre par recurrence sur r; le cas de r tgal 0 est trivial par 
definition. Supposons done que r est positif et que (2) est vrai jusqu’a r - 1. 
D’apres (1) et l’hypothese de recurrence, puis 1.9, on a: 
@y)= 2 q- ’ Xlj 
/= I 
I, 
c( 
I- I 
= Y;-’ x,~+ C Z,(r - 1) Y:,P,y-’ xlj 
I=I s= I > 
= Yrj+(r-I) ‘Y:,~‘+Z,~~,(xii-(r-1)6,) 
+ C Z,(r-l)(Y,P”+(r-s) Y~j-‘-‘+Z,~,s_,(x,-(r-s-1)6,)). 
,=I 
D’oii la premiere partie de (2) la deuxieme en dtcoule formellement. 
(3) rtsulte de (2) et de 1.7. 
(4) rtsulte de (2) et de 1.5. 
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I.1 1. LEMME. Soient r et k des entiers, (i, j) et (v, w) des Gments de E,; 
alors on a: 
En outre la premihe sommation (resp. deuxisme) coiizcide avec une som- 
mation du mCme type mais oli s ne varie que de sup( 1, k - r + 1) (resp. 
sup(1, r-k+ 1)) ci k (resp. r). 
La deuxieme partie du lemme rtsulte de la remarque suivante: supposons 
que k-r est un entier positif et soit s un entier positif qui lui est inferieur 
ou egal, alors s’ := k - r-s + 1 est un entier positif et on a: 
k-r k or 
,;, @pDj,l+r-‘= 1 CD;)+” ’ @y. 
,‘= I 
Un raisonnement analogue pour la deuxieme sommation termine la 
demonstration de la deuxieme partie du lemme. Grace a cela, on voit que le 
lemme est trivial si r Cgale 0 et qu’il est equivalent a I.lO(4) si r egale 1. On 
demontre alors le lemme par recurrence sur r en supposant que r est 
superieur ou &gal a 2 et qu’il est vrai jusqu’a r - 1. Demontrons d’abord la 
premiere egalite; grace a 
(1) 
d’ou avec l’hypothese de recurrence et 1.10(4), on a: 
u= i i p#y-q+ 
( I-I I=’ 
1.10(l), on a: 
q,,. = i @f; ’ x,,, ; 
/=I 
et avec I.lO.( 1): 
t=l 
En faisant s Cgal t dans la premiere sommation et s tgal t - 1 dans la 
deuxieme et en tenant compte des deux derniers termes pour rectifier les 
bornes, on trouve la premiere egalite du lemme. La deuxieme se demontre 
de man&e analogue mais en utilisant a la place de (1 ), l’egalite suivante 
qui resulte aussi de I.lO( 1): 
@:,c = c x,/q,,: ‘.
/=I 
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I.12 LEMME. Soient r un entier posit$ i un PlPment de E,, {j} un 
Plkment de E,, , I (rn 1 un t%hent de N’ et u un Gment de 6,; alors l’&ment 
suivant: 
u,:= Y(i; {ji ;{mj)--E(0) Y(i; 1.j); a{rnj,) 
appartient au sous-espace vectoriel de U(g) engendrt! par l’ensemhle des 
ilPments Y(i; (j}; {ml)) pour lesquels (m’l est strictement infkrieur Li Iml. 
Plus prPcis&ment soient t un entier positif strictement infkrieur d r et (I la 
transposition de t et t + 1, alors u, appartient au sous-espace vectoriel de 
U(g) engendrP par l’ensemhle des Pl6ments suivants: 
Vi; {.i}; m,...m,-sm,+,+p-l...vn,) oti s,p~N et 1 dpds. 
I1 est clair qu’il suflit de dtmontrer la deuxikme partie du lemme; et pour 
cela, en posant m, = k et m,, , = k’, il suffit par dkfinition du dkterminant, 
O.(2) et O.(6), de vkrilier que, quelque soit 1’ClCment (v, w) de E,, l’kkment 
suivant: 
y := [@5f;,., a;;] - [@Z,., @;:I 
appartient A I’espace vectoriel engendri: par l’ensemble des Cltments 
suivants: 
y(s, p) :=@;,m” @;;+” ’ -@;,.-” @I;I:+pm’ oii s,p~N et 1 <p<s. 
En utilisant les deux tgalitts de I.1 1, on a: 
y = [@; ) @;,;.I + [@X.‘, @;,.I 
= 2 i (f&- .’ @;,;,+.\ ’ - @g + ’ ’ c$f,,r~ “) 
s=l 
= 2y(s, s) - 2[@f;,: + r ‘, @f&,7”], 
et on obtient l’assertion en utilisant un nombre suffkant de fois la deuxikme 
kgalitk de I. 11. 
I.1 3. Remarque. Par une dkmonstration analogue A celle de 1.12, on 
voit que dans la deuxikme partie de I.12 on peut remplacer m, -s par 
m,+p-1 et m,+,+p-1 par m,+,-s (oh 1Qpd.s). 
I. 14. COROLLAIRE (notations de I.1 2). On suppose en outre que tous les 
PlPments de r-uple {j> sont distincts de i. 
(1 ) On suppose qu’il existe un entier positif, notk v, tel que l’on ait: 
l {m ,,..., m,}~{m~N~l~m~u}, 
l au moins deux PlPments de r-uple (m) coiizcident avec v. 
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Alors on a: 
Y(i; {j}; {m}) = 0. 
(2) On suppose qu’il existe deux Sments du r-uple {m} qui sont 
kgaux, alors Y(i; (j}; {m}) appartient au sowespace vectoriel de U(g) 
engendrk par [‘ensemble des Gments Y(i; {j}; {ml}) oli lrn’l est strictement 
infkrieur ci (ml. 
(3) On suppose que Im( est strictement infkrieur h r(r + 1)/2 alors, 
on a: 
Y(i; {j};(m})=O. 
Avant de faire la demonstration, remarquons que l’hypothese generale 
du corollaire assure que pour tout r-uple d’entiers, note {m’}, contenant un 
element nul, on a, par definition de CD;: 
Y(i; {j}; {m’})=O. 
La demonstration de (1) se fait par recurrence sur v; si v tgale 1, alors ( 1) 
est vrai parce que xii commute a @; quels que soient l’entier m et l’element 
(j,[) de E,(cf. LlO(4)). Supposons done que v est strictement superieur a 1 
et que (1) est vrai jusq’a v - 1; on choisit un sous-ensemble note 
{s(l) ,..., s(v+ 1)) de { l,..., r} tel que l’on ait: 
m .,(I, = I,..., m.,(,., = m.,,,. + II = 0. 
Grace a I.12 et l’hypothese de recurrence, on sait que I’on a, pour des 
signes bien choisis: 
Y(i; (j}; (m})= *Y(i; (j};m,...~2,(,,...m,1) 
= “. = + Y(i; {j};m~~~~m~~,,.+,,vvv-l...l), 
oh {mi,..., C,,. ,,} est le r - (v + 1) uple obtenu a partir de {m} apres 
avoir enlever m,, , ) . ’ . msCV +, ). Alors (1) resulte encore une fois de I.12 
applique a la transposition des 2 colonnes tgales et de l’hypothese de 
recurrence. 
(2) est un corollaire immtdiat de 1.12. 
(3) D’apres (2) et la remarque faite au debut de la demonstration, 
on sait que Y(i; {j}; {m}) appartient au sous-espace vectoriel de U(g) 
engendre par l’ensemble des elements Y(i; {j}; {m’}) oti {m’} vtrilie: 
l tous les entiers du r-uple {m’} sont distincts et non nuls 
l Im’J d/ml <r(r+ 1)/2. 
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Cet ensemble est vide et done l’espace vectoriel engendrt est nul d’oti le 
corollaire. 
I. 15. Remarques (notations 1.12). On suppose que tous les entiers du 
r-uple {j} sont distincts de i. 
(1) Soit G un tlkment de G,, alors on a: 
Y(i; {j) =E(fJ) Y(i; (j]; {fJ(r)-T(l)}). 
(2) Soient (~4~ . . .ur} et {u, ,..., u,} des r uples d’tikments de U(g); on 
suppose que l’on a, pour tout entier s compris entre 1 et r au sens large 
( resp. i @:i,u, = v,~ I=1 > 
alors on a: 
( resp. Y(i; {j} ) U, = C ( - 1)” + ’ Y(i;j, . . .j, . . .j,) v,). 
(1) est un corollaire immtdiat de 1.12 et 1.14(3). 
(2) rksulte de 1.14( 1). 
1.16. LEMME (notations 1.12). On suppose que tous les &ments de r-uple 
(j} sont distincts de i; soit c un Plkment de G,, alors on a: 
WC {j}; (mf) = E(d) X(i; c(j); {m}). 
11 est clair qu’il sufft de dtmontrer, que quels que soient i, j, w des tlkments 
de E, et m, m’ des entiers, on a: 
u(m, m’) := [a?, CD$] - [@;‘, CD:,] = 0. 
On dkmontre cela par rkurrence sur m’; pour m’ Cgal 0, Lest trivial; 
supposons done que m’ est un entier positif d’aprks I.1 1, on a: 
u(m,m’)= f ~~‘~r~~,+J~l-~~+s-l~~:-., 
J = I 
= - C u(m+s-1, m’-s), 
s= I 
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d’oh le resultat d’apres l’hypothese de recurrence. (Remarquons que ce 
lemme se deduit assez facilement de [Dil, 1.61 et I.lO(4). 
1.17. LEMME (notations et hypothbe de I.14 et 1.16). L’PZPment suiuant 
de u(g): 
u := Y(i; {j); {m}) -X(i; {j}; (m}) 
appartient au sowespace vectoriel de U(g) engendrk par I’ensemble des 
PlPments Y(i; {j};(t)) p our lesquels (t 1 est strictement infkrieur b ImJ. 
Remarquons que, d’apres I.1 1, le sous-espace vectoriel de U(g) engendre 
par I’ensemble des elements Hi=, @$, ou t parcourt l’ensemble des r-uples 
d’entiers est stable sous ad @ij ou j est un element du r-uple {jl et t un 
entier. 11 contient Y(i; (j}; {m}) et X(i, {j}; {m}); en outre u est la dif- 
ference entre le determinant dune matrice et le determinant de la matrice 
transposee t, en utilisant 1.11, on voit que u appartient au sous-espace vec- 
toriel engendre par I’ensemble des elements n;= 1 @:I, ou {t } parcourt l’en- 
semble des r-uples d’entiers pour lesquels ItI est strictement inferieur a Irnl. 
Choisissons done un ensemble de nombres complexes note (a I ,) ) (,; E N, 
pour lequel on a: 
(*I 
Soit 0 un element de 6,; grace a (T on definit un element, note w(a) de 
Cl,(C) de la facon suivante: soit e, . . . e,, la base habituelle de la reprtsen- 
tation naturelle de GE,,(@) dans C”, alors on pose: 
w(o) e, = e, si t 4 {j}; 
40) e,> = e,“,$, si .L E {jl. 
L’element w(r~) agit dans U(g) par faction adjointe et d’apres 1.10(4), on a, 
quelque soit l’entier k: 
w(a) CB; = @I: si t4 {j>, 
D’ou par definition de u, puis en utilisant (*), 
w(o) u= Y(i; o(j); (m))-X(i; o{j>; {m}) 
= c Q{r) q,,, . . . Q:;“,,,. 
(r] EN 
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D’aprk O.(2) et 1.16, on a: 
w(a) u = E(0) u, 
D’Oil 
(Test-A-dire l’assertion du lemme. 
I.1 8. COROLLAIRE. Soient i et (j) des t%%nents de E, et E, respec- 
tivement; on suppose que tous les entiers du r-uple (j} sont distincts de i, 
alors on a: 
xi; {j}, = vi; {j) 1. 
C’est un corollaire immkdiat de I.17 et 1.14( 3). 
1.19. LEMME. Soient r un entier positif, i, {j} et (u, w) des elkments de 
E,, E, et E, respectivement et (m} un CI&ment de N’; on suppose que w est 
diffkrent de i; alors on a: 
= C (-l)‘-’ Y(i; wj,...j;..j,; {m})6,,!. 
.\ = I 
C’est clair d’aprb LlO(4) et O.(2). 
1.20 LEMME. Soient r un entier positif, {m} un t%ment de N’ et i, v des 
Plkments de E, et {j) un PlPment de E,; on suppose que tous les entiers du r- 
uple {j} sont distincts de i, alors quel que soit l’entier k, il existe un ensemble 
de nombres complexes independant de v et not& a(s, {ml}) oit s est un entier 
relatif et {m’ ) un r-uple d’entier, vhifiant 
Im’( <s+ Irnl et r(r+ 1)/2- Irnl <s<k 
u(v) := [Vi; (j}; {m)), @iI 
= C a(s, (m’}) @fL.P” Y(i; (j1; {m’)). 
‘. (m’; 
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On dkmontre d’abord le lemme pour o Cgale i; d’aprhs I.1 1 il existe un 
ensemble de nombres complexes, notC (a. .,,~mjL L. irnit Nr pour Iewe1 on a: 
l u(i)= 1 a,,, {&) CD;- 3 q . . . @Y?; I,, ’ 
scz , (m’)tN’ 
(*I l Im’l +k-s<k+ Iml, 
l s<k. 
Soit (T un tlkment de 6,; on d&nit W(G) comme dans la dkmonstration 
de I.17 et de manike analogue, on a: 
w(a)u(i)= [Y(i;a{j}; {m}), @~]=E(cT)u, 
d’oti avec (*), 
u(i)=l r! ,,tE c 0.x. Em’! @fey Y(i; {jj;{m’}). 
. (nr’) EN’ 
Si s est infirieur ou Cgal 6 u( r + 1)/2 - 1~2, on a (cf. ( * )) 
lm’l <r(r+ I)/2 
avec 1.14(3), cela prouve que l’on a: 
(**I u(i) =i C a,, imli @f-” Y(i; (j 
’ ~>r(r+l)/Z-Inl(, (rn’]EN’ 
‘}; {m’ 1). 
D’od le lemme dans ce cas; soit maintenant un klkment u de E, distinct de 
i; en utilisant I.lO(4) et 1.19, on a: 
[u(i), xiv1 = [ Vi; {j}; {m} ), @a.] = u(u), 
et avec (**) 
u(u) =; lx* a ,, :msi@k’ Vi; (j}; {m’>), 
.s>r(r+l)/2-lml, [rn’)EN 
d’oti le lemme. 
I.2 1. LEMME. Soient r et k des entiers positifs et i, {j}, (I} des Plbments 
de E,, E, et E, respectivement; on suppose que tous /es Plkments des r-uples 
{j> et {I} sont distincts de i, alors on a: 
24 := [ Y(i, {j>), Y(i; (l}] = 0. 
481/106!2-2 
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On demontre le lemme par recurrence sur k; si k egale 1, il resulte de 1.19. 
Supposons done que k est strictement plus grand que 1 et remarquons que 
d’apres I. 15( 1 ), on a: 
( -l)kP’ Y(i; {I})= Y(i; {r}; k- l,..., 1, k). 
Avec l’hypothese de recurrence, on a done (cf. O.(2)) 
u= i (-1)’ Y(i; {I, -aJ)m, {i}), q,1. 
I=1 
Grace a 1.20, cela montre que u appartient au sous-U(g)-module a droite 
de U(g) engendre par l’ensemble des elements Y(i; {I}; k - l,..., lk - s) oti s 
est un entier positif; ces elements etant nuls d’apres 1.14( 1 ), le lemme est 
demontre. 
1.22. Remarque. Soit T l’antiautomorphisme (de Chevalley) de U(g) 
defini par: 
z(x,.,,.) = x,,.,.. 
Soient r un entier positif et (i, j) un element de E, il est clair d’apres les 
definitions que l’on a: 
rq, = a;,, 
d’oti avec I.lO(2) rqi= Y$, et quels que soient les elements {j> de E, et 
(m} de N’, on a: 
zY(i; (j}; {wr})=(-l)“‘P’“’ Y({j);i;mJYzP, . ..rn.). 
Avec I. 15( 1 ), on obtient alors: 
tY(i; {j))= Y({j}; i). 
De plus avec les memes notations et en utilisant 1.16, on a: 
zX(i; {j), =X( {j}; i). 
1.23. Remarques. (1) Soient r un entier positif, i et {j} des elements 
de E, et E, respectivement; on suppose que tous les entiers du r-uple {j} 
sont distincts de i; alors grace a I.lO(2) et 1.14(3) et la bilintariti du deter- 
minant, on voit que Y(i, {j}) est aussi le determinant de la matrice r x r, 
notte (a,,,.) ou l’on a: 
au,,. = !P;,; I” + ’ . 
Utilisant alors 1.8(3) on en deduit que l’element Y(i, {j}) de U(g) est nul si 
r est suptrieur ou egal a n. 
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(2) Sous les mimes hypotheses que (l), mais en supposant de plus 
que i Cgale 1, alors grace a 1.8(2) et (l), on voit que Y(l; {j}) est un 
element de U(p). Plus generalement, sans utiliser (1) mais seulement LlO(2) 
et 1.8(2), on voit que quel que soit le r-uple {m}, I’tltment Y( 1; (j}; {m}) 
appartient au sous Z(g)-module de U(g) engendre par U(p). 
(3) Avec les notations et hypotheses de (2) et en utilisant 1.19, on 
voit que le sous-espace vectoriel de U(p) engendre par l’ensemble des 
elements Y( 1; {j} ) ou {j} parcourt E: (cf. notations O.(3)) est un p-module 
irreductible. 
1.24. Soit k un entier positif inferieur ou tgal a n; on note g, la sous- 
algebre de Lie de g engendrte en tant qu’espace vectoriel par l’ensemble des 
6+&m (x,,,.h < u, ,. G n (en particulier g,, est nulle); il est clair que gk est une 
sous-algebre de Lie de p. On note A(k), ou A s’il n’y a pas d’ambigui’te, 
l’element Y( 1; k + + .2) de U(p) (cf. 1.23(2)). Soit m’(k) le sous-espace 
vectoriel de U(P) engendre par l’ensemble des elements 
(~~iJ-~i+l,)*~i<jl,,<j~,l (en particulier m’( 1) est nul) et on note m(k) le 
sous-espace vectoriel de U(p) engendre par m’(k) et l’ensemble des 
elements (x~~)~<~<,~. 
1.25. LEMME (notations 1.24). (1) L’endomorphisme ad A de U(p) est 
localement nilpotent. 
(2) Notons S I’ensemble multiplicatif de U(p) engendre par A, alors 
quel que soit l’idPa1 complt?tement premier, notP J, de U(p), U(p)lJ admet 
une localisation en S, si J ne contient pas A. 
( 1) D’aprb I.19 et 1.21, on a, pour tout element note x,,,. de p: 
(ad A)’ x,.,,. = 0. 
(1) en rtsulte formellement et (2) resulte de (1) grace a [BR, 2.21. 
I.26 (notations de I.24 et 1.25). On suppose que k est plus grand que 1. 
On note U(p), la localisee de U(p) en S et on delinit une application, notte 
8(k) (ou 0 s’il n’y a pas d’ambiguite) de gk dans U(p), de la facon suivante: 
Soit x,,,. un element de gk, on pose 
~(x,.,,.)=x~,,,.+ 2 ( -l)k-r+‘x,,Y(l; wk.+.2) A-‘. 
t=2 
Remarquons que cette application ainsi que le lemme suivant sont deja 
plus ou moins dans [N, appendice 11. 
1.27. LEMME (notation 1.26). (1) L’application 9 est un homomor- 
phisme de 1’algPbre de Lie gk dans I’algtbre Us. 
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(2) Soient r un entier strictement irzfZv+ur ir k et j un Pkment de Ei; 
alors I’PIPment Y(l; {j}) de U(p), ainsi que A, centralisent I’image de 6. 
Demontrons d’abord (2). Soit x,,,, un element de gk; d’apres I. 19 et 1.21, 
il est clair que d commute a 0(x,.,,.) (car v est strictement superieur a k) et 
qu’il en est de m&me de Y( 1; {j} ) si c’ n’est pas un des elements du r-uple 
{,j}. Supposons done que v tgale j, et que tous les autres elements de {j) 
sont distincts de v (ce qui sufftt d’apres O.(2)). Avec I.19 et I.21 on obtient: 
u := [ Y(1; {,j}), O(.u,.,,)] = Y(l; fijz . ..j.) 
+i (-,)k-r+l Y(l;fjT...j,) Y(l;wk...;...2)4 ‘. 
I=2 
Grace a O.(2) et 1.18, on a: 
~‘:=(-l)~~‘uA=X(l;j~~~~j,w)A 
+i (-,)kbr+l X(1; j,-jFt) Y(l;wk...;...2). 
r=2 
En en dtveloppant X( ) suivant la derniere colonne (cf. O.(2)) on voit que 
II’ appartient au sous-U(p)-module a gauche de U(p) engendre par I’ensem- 
ble des elements suivants, oti s est un entier variant de 0 a r - 1 (au sens 
large) 
@;,;“A+ i (-1)” ‘+’ Pi, Y(l; wk..+.2) 
r=? 
= Y(l; wk.. .2;r-s,k-l;.., 1) (cf. O.(2)). 
D’apres 1.14( 1) et l’hypothese faite sur r, ces elements sont nuls ce qui 
termine la demonstration de (2). 
Demontrons maintenant (1). Soient xi, et x,,,. des elements tels que k < i, 
j, u, w < n; d’apres (2) on sait deja que l’on a: 
u := [fax,,), e-L,.)1 
= [x,, 6(x,.,,.)] + i (-l)“- ‘+r[xi,, 0(x,,,.)] Y(l;jk..+.2) A-‘. 
r=2 
Soit t un entier compris entre 2 et k (au sens large); en utilisant 1.19 et 
O.(2), on a: 
[x,,, 6(x, ,,,. )] = [xir, x,.,,.] + ( -l)kP’+L x,,, Y(1; t, k ,..., t”... 2) A ~-’ Si,,.=O. 
D’oti, en utilisant 1.19 pour la derniere tgalitl: 
U = [Xi,, 6(X,,,.)] = e(x,,,.) 6,j- d(x,.j) bibv; 
c’est-a-dire l’assertion (1) du lemme. 
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1.28. Soient (i, j) un ClCment de El et Y un entier. On pose: 
‘@Y,=S. 1, ’ si r=O 
=c , xji,xili* “‘xi mI,~ si r # 0. 
(ijeE;-, 
I1 est clair que l’on a: 
(2) q, = ‘qj + c I@;;. q,, 
., = 1 
(3) ‘@Y, E UP), si j# 1, 
(4) 
Montrons aussi que l’on: 
(5) V(v, M’)EEi, [‘q;, .q.),.] =‘a;,! d,., - w;:, s ,),.. 
En utilisant 1.10(4) puis (1) on obtient 
[q, x,.,, ] = q,, 6,., - qi b,,, 
= [‘CD:;, x,.,,] + ‘1’ (CD:‘, ’ [‘@‘;;, .K,-,,.I 
,=I 
-(CD;;’ ‘qj) s;,,.; 
la dkmonstration de (5) se fait alors par rkurrence sur r, (5) ttant trivial 
pour Y tgal 0. 
1.29. LEMME (notations de 1.28). Soient j un klkment de Ei et t un entier 
positif irzfkrieur 024 Pgal h r. 
( 1) Les hkments de U(g) suivants coihcident: pour tout PIPment, notk i, 
de E,: 
et 
i (-ly’@;,, Y(l;j, . . ..i.,,j,), 
s = I 
j, (-1y’ ‘@;,$ Y(l;j, . ..j., . ..j.). 
En particulier ils sont dans U(p) 
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(2) L’c;lbment Y(l; {,j]) de U(r)) est uussi le dkterminunt de lu matrice 
r x r, not& (a,,,.) oti I’on a: 
a,.,, = ‘@;,t ’ I”. 
(1) resulte clairement de 1.28(2) et 1.14(l) puis de 1.28(3) et 1.23(2). 
Quant a (2) il se prouve par recurrence sur r en utilisant ( 1) (ou en fait i 
egal 1). 
1.30. LEMME (notations de I.28 et 1.24). On note q(r) le nomhre qui vaut 
1 si r est irzfbrieur strictement ti k et 0 sinon alors on a, si j est strictement 
suphieur r) r: 
‘@ii- v(r) dir+ I E u(p) m(k). 
Le lemme se dtmontre par recurrence sur r; il est clair par definition de 
m(k) si r tgale 1. On suppose done que r est strictement superieur a 1 et 
que le lemme est vrai jusqu’a r - 1. On pose: 
t = inf(j - 1, k). 
D’apres 1.28(4) puis 1.28(5), on a: 
q, = i ‘CD;/ ’ x,, 
I=2 
= i x,, ‘@5;,- ’ + (n-t) w;,: + i ‘CD;,-’ Xii. 
/=I+1 /=2 
L’hypothese de recurrence assure que l’on a: 
l I@;,- ’ E U(p) m(k) puisque j> r, 
l ‘@;;- ’ E U(p) m(k) si I> t puisque soit t est superieur ou tgal a r, 
soit r est strictement suptrieur a k. 
De plus par definition de m(k), si I est inferieur ou Cgal a t, on a (j &ant 
superieur strictement a r): 
-y/, - d,, + I YI (r) E VP) m(k); 
d’ou, avec ce qui precede: 
‘@;j-‘@;,:P’,~(r)~ U(p)m(k) 
et l’hypothese de recurrence termine la demonstration du lemme. 
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1.31. LEMME (notations de I.24 et 1.30). Soit {j} un &!ment de EL 
&rifiant: 
il Z '.. 2j,. 
Alors on a: 
On remarque d’abord que le lemme est trivialement vrai si les entiers du 
r-uple {j} ne sont pas tous distincts; on suppose done qu’ils sont tous dis- 
tincts ce qui entraine en particulier que l’on a, pour tout s compris entre 1 
et r au sens large: 
j,>r-s+ 1. 
Grace a 1.29(2), on exprime Y( 1; {j}) comme le determinant de la 
matrice r x r precise dans ce lemme; puis on developpe le determinant 
suivant la derniere colonne en calculant les elements de cette colonne 
modulo U(p) m(k) grace a 1.30; il reste au plus un seul terme, le mineur 
correspondant a x,~, et il est multiplie par y](r) 6,r, puis on recommence un 
calcul similaire avec ce mineur en utilisant 1.30 et caetera. 
1.32. COROLLAIRE. L’PlPment A(k) - 1 appartient ci U(p) m(k). 
C’est un corollaire immediat de 1.31. 
I.33 (notations de 1.26). Grace a 1.26, on prolonge Q en un 
homomorphisme d’algebres, encore note 8, de U(gk) dans U(p),. En outre 
grace a 1.32, on voit facilement que l’on a: 
Alors on note rr l’application naturelle de U(p), sur U(p)/U(p) m(k) et on 
identifie U(gk) a un sous-espace vectoriel de U(p)/U(p) m(k). Remarquons 
que, pour l’action adjointe, gk laisse stable m(k). 11 resulte alors facilement 
de I.31 que l’on a: 
( 1) x 0 8 est le morphisme identite de U(gk). 
(2) On note A(k) la sous-alggbre de U(p), image de 8 et d’apr& (1) et 
1.26, 8 est un isomorphisme dhlgPbres de U(g,) sur A(k). 
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I.34 (notations 1.24). Soit Y un entier on note E,? le sous-ensemble de 
E,. forme des v-uples d’entiers qui sont tous strictement superieurs a k. Soit 
(i. ,j) un element de Eg, on pose: 
Montrons que l’on a: 
(1) ‘@;, - “@;, E U(p) m(k). 
En effet, soit [if un Clement de E:; on note m le plus grand entier, s’il 
existe, tel que le mieme lement du r-uple {i} soit inferieur ou &gal a k. Par 
choix de m, il est clair que l’element suivant, x,,, . . . x,, ,,, appartient au 
sous U(p)-module a gauche de U(p) engendre par l’ensemble des elements 
(.~,,,Jh> A. 
L’assertion (1) resulte done de la definition de m(k). Supposons main- 
tenant que r est inftrieur ou igal a k, alors il rtsulte immediatement de 
1.27( 1 ), 1.30 et de (1) que l’on a: 
(2) @;, - “@rj~ U(g) m(k). 
Supposant encore que Y est inferieur ou egal h k, mais utilisant 1.31, on a 
aussi grace a 1: 
(3) ‘@;,A+ i (-1)“-““@;,Y(l;k...i...2)~“@;~+U(p)m(k); 
r-2 
nous noterons d’ailleurs cet element $, pour simplifier les notations. On 
posera, pour tout entier r et tout element (i, j) de E,: 
(4) 
et (3) devient done (sous les hypotheses de I.31 ) 
V(i, j) E E:‘, r<k 8:, - “@:, E U(p) m(k). 
Remarquons qu’avec ces notations, Tjj := a,!, co’incide avec d(x,) A 
( = A l3(x,)) si k + 1 <,j < n. 
II 
11.1. Dans cette section I est un ideal complbtement premier de U(g); 
on va dtmontrer la conjecture de [Dil, 6.121 sous la forme plus precise 
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suivante (*) on note J l’intersection de I et U(p) et Z l’image de Z(g) dans 
U(g)/& alors le corps des fractions de U(g)/Z coincide avec le corps des 
fractions de (U(p)/J) Z. 
Remarquons que la sous-algebre p ne comcide pas avec la sous-algtbre 
p,, de [Dill mais comme on le signale en IV.2 (ci-apt-es) cela ne fait pas 
beaucoup de difference. En outre, signalons comment le resultat annonce 
plus haut entrame que J est un ideal primitif de U(p) si I en est un; sous 
cette hypothese Z est reduit a @ et (*) donne un isomorphisme d’aigebres 
entre Fract U(p)/J et Fract U(g)/& cela entraine que le centre de Fract 
U(p)/J est rtduit au scalaire et d’apres [DiZ, Theoreme c] que J est 
primitif. 
L’autre resultat important de ce section est la proposition 11.20. 
11.2. Rappelons la structure de l’ensemble des ideaux premiers de U(p) 
(cf. [Dil, 51) et la notation de niveau introduite dans un cadre legerement 
different en [Dill. Soit J un ideal premier de U(p); on utilisera les 
notations de 1.24; on note u, le radical unipotent de p et P le sous-groupe 
irrtductible de G!,,(C) d’algebre de Lie p. D’apres [Dil, 5.11, deux cas sont 
possibles 
l Jn U(u,)= U(u,) u,, 
l Jn U(u,)=O. 
Dans le premier cas, on dit que J est de niveau 1 et que la reduction de 
Mackey s’arrete, et on pose: 
J’ = Jn U(g,); 
et on a: 
J=J+U(p)m(l)= n y(J”+U(p)m(l));dim U(p)/J=dim U(g,)/J#. 
;’ E p 
Dans le deuxitme cas, on pose: 
P, = Stab.rn’(2) 
pI =W P, ng,) 
J,=(J+U(P)nz’(2))nU(P,). 
I1 est clair que P, est connexe. En outre l’algebre de Lie de P, est p, + u, . 
D’apres [Di2] on sait que J est induit par un ideal premier de U(p, + u,) 
(done P, stable) et d’apres [MR] cet ideal est unique et il vaut: 
(J+ wP)m’(2))n UP, +u,), 
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c’est-a-dire: 
J, + U(p, + 11,) m’(2). 
I1 est alors clair que J, est un ideal premier de U(p , ). 
En fait, on retrouve facilement ce resultat en montrant (cf. [N]) que la 
sous-algebre de Fract U(p) obtenu en localisant U(p) en l’ensemble mul- 
tiplicatif engendre par x,* est le produit tensoriel d’une algebre de Weyl et 
d’une algebre notee A isomorphe a U(p, ) et que J, est l’image par cet 
isomorphisme de Jn A; on trouve alors aussi que l’on a: 
dim U(p,)/J, =dim U(p)/J+2(n- l), 
en outre (d’apres [Di3, 5.63; Di2, Theoreme A] et l’unicite de J,), J, est 
primitif si et seulement si J est primitif. Remarquons que p, est de la meme 
forme que p (i.e., est l’algebre de Lie du groupe affine de C”-‘); sauf si n 
est Cgal a 2, on recommence avec J, et p, ce qui a Cte fait avec J et p. Sup- 
posons que n est egal a 2, alors J, et J sont nuls et on dit que J est de 
niveau 2 et que J # est nul (et la reduction de Mackey s’arrete). 
Ainsi de proche en proche on voit que la reduction de Mackey peut 
s’arreter de 2 facons: 
(a) Soit il existe un entier k strictement inferieur a n tel que l’on ait: 
Soit J# l’ideal de U(qk) qui vaut 
(1) J# = (J+ WP) m(k))n %I,) 
alors J# est l’unique ideal de U(gk) pour lequel on ait 
(2) J= n YUPMJ” + U(p) W)) 
;‘EP 
on dit que k est le niveau de J et que J’ est l’ideal derive de J. 
(/3) Soit J est induit par l’ideal a gauche de U(p) engendre par l’ensem- 
ble des elements (x,,--~~+,,),~~~,~,~. Cet ideal coincide necessairement 
avec l’idtal 0 puisque 0 est un ideal premier de U(p) qui ne vtrifie 
clairement pas (a). Pour unifier les resultats on dit que l’idtal J, egal a 0, 
est de niveau n et que son ideal derive est 0, et dans tous les cas on a: (1) et 
(2) puisque g,, est nulle et m(n) coincident avec m’(n) d’oh 
(3) La donnte de J est tquivalente a la donnte de k et J# grace a 
(1) et (2). 
De plus grace a (1) et 1.33( 1) et (2), on a, avec les notations de 1.33: 
J# = 8 ‘(A(k) n JU(p),); 
(4) dim U(gk)/J* =dim U(p)/J-2(k- l)n+k(k- 1). 
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(5) Ainsi J# est un ideal completement premier de U(g,) si .Z est un 
ideal complbtement premier de U(p). De plus .Z est primitif si et 
seulement si P est primitif. 
11.3. DEFINITIONS, NOTATIONS. Soit I un ideal completement premier de 
U(g); soient k un entier compris entre 1 et n au sens large et I un ideal 
completement premier de U(g,) (cf. notations 1.24), alors on dit que I est 
de niveau k et a I# pour ideal derive si In U(p) est de niveau k et a Z” 
pour ideal derive au sens de 11.2. Remarquons (cf. II.2(3), (4), (5)), que l’on 
a: 
(1) k et I# determinent uniquement In U(p) et In U(p) est primitif 
si et seulement si I# est primitif; 
(2) 1” = (In U(P) + UP) m(k)) n Wh); 
(3) In U(P)= (‘) Y(~(P) I# + u(p) m(k)); 
YeP 
(4) dim U(g,)/Z# = dim U(p)/Zn U(p) - (2n - k)(k- 1). 
Dans les deux cas triviaux n = 1 ou n = 0, k et I” sont nuls par conven- 
tion. 
11.4. PROPOSITION. Suit Z un ide’al complstement premier de U(g); alors Z 
est de niveau k si et seulement si k est le plus grand entier pour lequel il 
existe un k-uple d’entiers tous distincts not& {j} compris entre 2 et n au sens 
large vPrifian t : 
Y(1; {j})EZn U(P). 
En outre si Z est de niveau k, alors on a: 
V(j) EE;, Y(l; (j})czn U(p). 
Cette proposition est essentiellement [Dil, 6.81. Redonnons-en une 
demonstration; d’apres 1.23( 1) et (2) on sait qu’il existe un entier r compris 
entre 1 et n (au sens large) et un element de EL forme d’entiers tous 
distincts, note {j}, pour lequel on a: 
Vl; {j})Ezn u(p). 
Chdissisons r minimum pour cette propriete; d’apres 1.23(3), on sait que 
quelque soit l’eltment de EL, note {j’}, on a alors aussi: 
(1) Y(l; (j’))Ezn Up). 
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Notons k le niveau de I et montrons d’abord que r est superieur ou Cgal a 
k. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; notons (,j} le r-uple (r + 1 ... 2) 
d’apres 1.31, puis ( 1 ), on a: 
Y( 1; ij)) - 1 E U(p) m(k), 
(2) 1 E (In UP) + WP) m(k)). 
I1 est clair que k doit &tre strictement inferieur a n et avec 11.3(2) et (2), on 
obtient que I# contient 1 ce qui donne la contradiction cherchee. 
Pour finir la demonstration de la proposition, il suflit done de demontrer 
que le sous-espace vectoriel engendre par l’ensemble des elements Y( 1; {j}) 
ou {.j} parcourt Ek est inclus dans In U(p); or, d’apres 1.23(3), cet espace 
vectoriel est ad p-stable et il suflit done grace a IT.3(3) de demontrer que 
I’on a: 
v’(.i> E E;, Y(l; {j},~ U(p)+). 
Cela resulte clairement de 1.31. D’oti la proposition. 
11.5. COROLLAIRE. Soit I un idPa compltitement premier de U(g), alors I 
est de niveau k si et seulement si k est le plus petit entier pour lequel il existe 
un entier i compris entre 1 et n au sens large et un k-uple d’entiers, not& {j} 
tous distincts compris entre 1 et n au sens large et tous diffPrents de i, pour 
lesquels on a: 
Y(i; {j}) Y({j};i)EI. 
De plus si I est de niveau k quels que soient i et {j} tels que {j] soit un k- 
uple d’entiers ne contenant pas i, on a: Y(i, {j}) et Y( (j}; i) appartient h I. 
Soient r un entier positif, i et {j} des elements de E, et E, respec- 
tivement; on suppose que tous les entiers du r-uple {j> sont distincts et 
differents de i et que l’on a: 
(1) Vi; {j}) Y({j), i)EI. 
D’apres 11.4, il suffit de demontrer que r est superieur ou egal a k pour 
prouver la premiere partie du corollaire. Comme Z est un ideal com- 
pletement premier de U(g), de (1) on deduit que l’un des deux elements 
Y(i; {j}) et Y( {j}, i) est dans 1: D’apres I.22 et avec les notations de 1.22, 
on a: 
~y(i; {j>) = V(j), iI. 
Or d’aprbs [D, corollaire 21, l’ideal Z de U(g) en tant qu’espace vectoriel 
est stable par s; cela montre que (1) est iquivalente a l’assertion: 
(*) Y(i; {jj)~Z et Y({j};i)EZ. 
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Supposons en outre, ce qui ne restreint pas la gtneralitt, que j, est le plus 
petit Clement du r-uple j; supposons d’abord que j, est strictement plus 
grand que 1, alors on a, d’apres I. lO(4): 
et I est superieur ou egal a k d’apres 11.4. Supposons maintenant que j, 
Cgale 1; on note w l’element de Gl,(@) delini de la facon suivante: 
w est la matrice de permutation tchangeant 1 et i et laissant stable les 
autres elements. 
Soit 0 l’element de 6,? qui est la transposition Cchangeant 1 et i; d’apres 
I.lO(4) le sous-espace vectoriel de U(g) engendre par l’ensemble des 
ikms PUu. h)t E2 est isomorphe a g par l’application qui a @:,, associe 
xUb, isomorphisme compatible a l’action adjointe de G/,,(C) dans U(g). 
D’oh, avec les notations preddentes, on a: 
et 
wY(i; (j})= Y(l; j, ...j,- ,i). 
Le fait que r est superieur ou Cgal a k, resulte done de 11.4. On termine la 
demonstration du lemme en appliquant a (*) un element de Gl(n, C) 
“representant” un Clement de 6,, (comme precedemment) et en remarquant 
que Y(i; {j])= Y({j};i)=O, si les entiers du k-uple {,j} ne sont pas tous 
distincts. 
11.6. PROPOSITION. Soit I un id&al complhement premier de U(g) de 
niveau k, alors il existe un ensemble d’t%!ments, not& (Us,..., uk) de U(g) tel 
que l’on ait: 
En particulier UC 1 u, s’identlfie naturellement quel que soit s ci un Plkment 
du corps des fractions de U(g)/I (not& Q) et l’on a aussi: 
(2) il existe un unique ensemble (v,,..., vn) form& d’&lt!ments de Q 
vthfiant: t/l <i, j< n, C:=, ~,~@fj--” = 0 dans Q, oti v. = 1. 
I1 est en outre constituP d’ilkments centraux de Q. 
Cette proposition est une proposition cle, mais malheureusement, elle 
necessite beaucoup de calculs qui seront termines en II.1 3. Dans ce 
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paragraphe now allow montrer comment, admettant (1 ), on en deduit (2) 
et nous allons faire quelques reductions. 
Soient (u,),,,,., et (u’,),,,, GI des ensembles d’elements verifiant (1). 
Soient U, et z&, les images de u0 et ub dans U(g)/Z. Comme I est un ideal 
completement premier, l’ensemble multiplicatif U( g )/I - { 0 } verifie les con- 
ditions de Ore, il existe done des elements notes X et X’ de U(g)/Z- { 0} 
pour lesquels on a: 
x240 = i’z&. 
On choisit des elements notes x et x’, de U(g) dont les images dans U(g)/Z 
sont .U et ?c’ respectivement. On a done: 
xuo - x’ub E I. 
D’oh: 
Notons r le plus petit entier s’il existe pour lequel on a: 
(3) xu, - s’z(. $ I. 
Supposons d’abord que r existe; il est clair qu’alors r doit etre 
strictement inferieur a k et que l’on a: 
Vj> 1 y (xu,, - x’ui) clq,” E I. 
,=I 
Grace a 1.15(2) cela entraine, que l’ensemble des elements Y( 1; {j}) ou {j} 
parcourt EL ~ I est inclus dans I. Puisque r est strictement superieur a 0, cela 
contredit 11.4. 
Ainsi l’on a: 
Vl ds<k, xu, - x’z4:. E z; 
d’ou quelque soit s comme prtctdemment, on a dans Q: 
MO ---‘&=qy’x 
~ Ixu. = ii’ lx’-- ljyU’ = fj’ ~ I($. , o ., 0 37 
d’ou I’assertion d’unicite en (2). 
La fin de (2), se dtduit immediatement de l’assertion d’unicite precidente 
et de LlO(4). 
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Montrons maintenant qu’il s&it de prouver l’existence dun ensemble 
&elements, note (u,), G s < k verifiant: 
k-1 
(4) ST0 U,@~p~, vj’j> 1, 
(5) uo$L 
(6) les elements ~0’ U, de Q (oti s varie de 1 a k - 1 bornes incluses) sont 
dans le centre de Q. 
En effet admettons (4), (5) et (6) et dtmontrons (1); soit u un Clement de 
U(g), alors on note U l’image de u dans U(g)/Z; on pose, pour tout element 
(i,j) de E, 
k-l 
(7) y,= c u,$y 
I = 0 
Soit (i, j) un element de E, tel que i soit different de j et j soit different de 
1; alors on a dans Q, avec les notations (7) et avec (4) I.lO(4) et (5): 
o= [,Yil, 22;’ j,,] = ii; jii; 
d’ou aussi avec LlO(4) et (6) 
0 = [ 27; ’ yi,, x,, ] = iit ’ j,, ) 
0 = [ii, ’ yii, Xii] = 27; ‘(J,; - yii); 
d’ou 
(8) 
(9) 
Posons 
uk= -Yll. 
Avec (8) et (9), on a done: 
c’est-a-dire (1). 
Dans les paragraphes suivants nous allons dtmontrer (4) (5) et (6), 
mais auparavant nous allons donner quelques notations et conventions: 
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11.7. NOTATIONS, CONVENTIONS. Jusqu’en II.13 on note de la meme 
facon un element de U(g) et son image dans Q et jusqu’en 11.12, on 
travaille dans Q, ce qu’on rappelera dans tous les enonces des lemmes mais 
pas dans les demonstrations. On note Z l’image de Z(g) dans U(g)/l. 
Remarquons que d’apres I.18 et 11.4, on a, dans Q: 
X(1;2,...,k)= :,II:2...k)#O. 
On pose: 
S(0) = 1 
(1) 
l~s<k,6(s)=(-l)“X(l;2...k)~‘X(1:2..-k;k...~~...l). 
D’apres 1.23(2), ces elements ont dans (Fract U(p)/ln U(p)) Z. En outre 
d’apres II.4 et I.1 8 puis 0.2, on a dans Q: 
d’ou aussi dans Q (avec (1)): 
k-l 
o= c S(spDh,‘, Vj> 1. 
,=o 
Ainsi pour prouver 11.6, d’apres la reduction faite a la fin de ce paragraphe 
11.6, il suflit de dtmontrer que les elements 6(s) sont dans le centre de Q. 
Donnons encore une notation, dans Q: 
(3) Vi> 1, v/s> 1, ‘S(s) := [Xi,) S(s)] 
Le lemme qui suit va montrer qu’il suffit de prouver la nullite de tous ces 
elements ‘6(s) ce qui sera fait en exhibant sufftsamment de relations entre 
les ‘6(s), oti i varie de 2 a n et s de 1 a k - 1, pour pouvoir les rtsoudre. 
11.8. LEMME. Duns Q, on a les propri&tPs suioantes pour tout entier s 
infPrieur strictement d k: 
(1) [XII, %)I =o, 
(2) vx,,. E P, cx,,., S(s) = 0, 
(3) V(i,j)Eh$, [xp, ‘S(s)] = ‘S(s). 
En fait (1) est clair par definition de 6(s) mais (1) rtsulte aussi de (2) 
puisque l’eltment x;=, x,, est dans le centre de g. Montrons (2): 
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Soit x,,. un element de p et appliquons ad x,,,. a II.7(2); en utilisant 
1.10(4), on obtient pour tout entier j strictement compris entre 1 et n + 1: 
k-l k-l 
o= 1 [x0,., h(s)] “y;“- 1 6(s) q,;’ 6,,. 
r=l J = 0 
D’oti encore, avec 11.7(2): 
(*I 
k-l 
1 [x,,., 6(s)] @p=o, Vj> 1. 
v=l 
Grace a 1.15(2), on obtient 
Cx,,,.,~(1)1 Y(1; (j>)=O, vj’jEE;;- I 
et avec 11.4, cela donne: 
[x,.,,., 6(1 )] = 0. 
Revenant a (*), on obtient aussi: 
[x,,,, , 6(s)] q, ’ = 0 
et (2) se dtmontre de proche en proche en utilisant toujours 1.15(2) et 11.4. 
(3) est une consequence immediate de (2) et des definitions. 
11.9. COROLLAIRE. Dans Q, on a: 
[@;j? 6(s)l =O, Vj, s, r 2 1. 
Remarquons que grace a 1.10, 1.7, 1.8(2) et 1.8(3), on sait que l’element 
@ii est quel que soit l’entier j de E, un element du sous-Z-module de U(g)/1 
engendre par U(p)/Zn U(p); ainsi II.9 est un corollaire immediat de 11.8(2). 
11.10. LEMME. Soient r un entier positlf et s un entier compris entre 1 et 
k - 1 uu sens large, alors on a duns Q: 
(1) 
(2) 
i qi ‘6(s) = 0; 
,=2 
V{j}EE:, ‘di>l, [Y(l; {j}), ‘6(s)] =O. 
(1) Grace au corollaire 11.9, on a pour tout element i de E’, 
@liCx,I 3 6(s)l = [@;; xjl 9 d(S)], 
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d’ou, en utilisant I. lO( 1): 
et (1) resulte alors de 11.9. 
(2) se prouve par recurrence sur r; supposons d’abord que r egale 1, 
alors on a, quel que soit l’element j de E’, : 
c-y,,, ‘Al = LX,,> C-~i,, &s)lI = [I-~,,, 6(s)16ij- Cx~,9 6(s)l; 
et (2) est vrai dans ce cas grace a 11.8. Supposons maintenant que r est 
strictement plus grand que 1 et que (2) soit vrai jusqu’a r - 1; on fixe un 
element note {jf de EL et on pose pour t un entier compris entre 1 et r au 
sens large: 
Y,=( -l)‘- ’ Y(l,j, . ..j...j,). 
Par definition, on a (cf. O.(2)) 
(3) Y(1; {j),= i q,, y,. 
1=I 
En outre, grace a LlO(4) et 11.9, on a: 
Vjj> 1, [@‘I,? ‘@)I = c@;,t [Xi, 3 @)I1 
= - p:,, 6(s)]. 
D’ou avec (3) et l’hypothlse de recurrence: 
u := CY(1; {j}), W)] = - i [@y,,, 6(s)] Y,. 
1=1 
Puis, en utilisant 1.23(2), on obtient: 
u= - i p;, Y,, d(s)]. 
,= I 
Le resultat resulte alors de 1.29(l) et 11.8(2). 
II.1 1. LEMME. Duns Q, on a pour tout Gment i de E; : 
‘6( 1) = 0. 
Si k Cgale n, 11.11 resulte immediatement de II.lO( 1) (avec s egal a 1 ), 
1.15(2) et 11.4; supposons done que k est strictement inferieur a n. 
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Soit i un entier strictement suphieur A 2; on applique ad xi, A II.7(2), oh 
on fait j Cgal B 2; on obtient grdce A 1.10 
k-l k- I 
f(i):= 1 ‘6(s) @fF”+ c 6(s) q2-=o. 
\ = I J = 0 
On lixe un entier, notk w, strictement suptrieur d k et infkrieur ou tgal A 
n et on pose: 
& = { 3, 4,..., k} (&=Qr si k=2), 
k-l 
f( 1) := 1 6(s) @‘;;- 3 (=O), 
\ = 0 
9=&u {Iv). 
Pour obtenir des relations entre les ‘6(s) oti i varie dans 6 et s varie comme 
pr&Cdemment, on calcule 1’Cltment (nul) de Q suivant: 
,f:=f(l) Y(3...kw;2)+ 1 (-l)‘,f(i) Y(l;&+.kw;2) 
It,! 
+( -l)k-‘f(w) Y(l;%k;2). 
Or on a pour tout entier s comme prtcbdemment: 
@f; v Y(3...k >. u,2)+ c (-l)i@f;zm\ Y(l;%+..kw;2) 
It,? 
+(-lkk +@,?\ Y(l;h.k;2) 
= y(,;&. kw; 2; k - s k - 1 . . . I ). 
D’aprh I.22 et I. 14( 1) si s est positif et II.5 si s est nul, on sait que tous ces 
ClCments ont nuls dans Q. D’oti linalement 
(1) 
k-l 
o=f= C 1 (-l)j ‘6(s) @:;-” Y(1 ..+.ikw; 2) 
\=I it6 
+ ( -l)k-’ “‘6(s) CD:,” Y(1; %k; 2)). 
Remarquons que si k est Cgal g 2, on a termint: la dtmonstration du 
lemme puisqu’alors on a: 
O=f= -“‘6(l)(x,,)2, VW>2 
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d’oti avec 11.8(3) 
“6(1)=0, Vll, > 1. 
Revenons au cas gin&al oti il faut obtenir d’autres relations; pour cela, on 
va appliquer $ ,f les endomorphismes suivants de Q: soient m3,..., m, des 
entiers relatifs, on pose: 
l V(m, ... mk) = 0, si l’un des mi est nttgatif, 
Vh . . . mr) = ( - 1 )““I nP= 3 (ad xZ,)mr/m,!, sinon. 
On pose aussi: 
.f(m3 . . . mk) = V(m, . mk),f: 
Avant de calculer,f(m, . . . m, ) faisons quelques remarques sur V(m, . . . mk): 
l ad .K~, commute g ad .Y~,, quel que soit s et t compris entre 
3 et k; 
l soient u et y des tliments de Q pour lesquels on a: 
(ad.uz,)(adx,,)(adx,,.)u=O, Vt,s, UE [3, k], 
alors on a: 
= - 2 (adx,,(u))V(m, "'m,- 1 . ..m.)(y) 
r=3 
+ c (ad.uz,ad.~,,(u))V(m,...m,-l..~m,-l~~.m,)(y) 
7<$</Ck 
+ i 1/2((adx,,)*(U))V(m,...m,-2...m,)(y). 
r=3 
(Cela peut se voir directement par la r&gle de Leibnitz ou utiliser une 
rhurrence sur Iml.) On pose (cf. I.22 et 1.18) 
l V’iE$, x,=(-l)‘X(l;~...i...klll;2) 
(=(-1)’ Y(l;%+..kw;2)), 
. X,,(-1)” ‘X(1;%..k;2)(=(-l)“P’ Y(l;!&k;2)). 
En utilisant (l), (2) deux fois, II.8(3) et 1.10(4), on obtient: 
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(3) .f(m3 ...mk)=‘f’( C ‘~(r)(~:;‘V(m,...m,)X; 
.s= I it* 
+ i @:,-A V(m, ‘..rn,- 1 ...rnk) Xi 
r=3 > 
- 26(s) i (@f;"V(m, ‘.‘rn,- 1 .“rn,)X, 
r=3 
+ i @f,-"V(m, . ..rn.- 1 . ..rn.- 1 . ..mk) X, , 
r=3 >> 
oti on a fait la convention suivante: 
(*) Vhf3 .. .m,y- 1 .“rn,- 1 . ..mk) vaut V(m, ‘:‘m,- 1 .‘.rn,,- 1 . ..mk) 
si, en fait, s est supCrieur A t et V(m, . . . m, - 2. . mk) si s est Ctgal A 2. 
On va maintenant faire des combinaisons des &ments f(m3 ... m,) en 
remarquant que l’on a: 
(4) 
V(m, ... mk) X,=0 si i E 6 et Irnl < 2(k - 1 ), 
ou si i = w et Irnl d 2(k - 2). 
On pose, quel que soit l’entier t compris entre 2 et k au sens large: 
A= Y(1;2.. .k);d,=( -1)’ Y(1;2..&k), 
et pour tout (k - 2)-uple d’tlttments de Z, notk {m} ( = (m,,..., m,)), et tout 
&lCment m’ de Z, on pose 
n (m’, {m}) = (A,)“” fi (A,)““. 
1=3 
Tous ces k1Cments commutent entre eux d’aprh 1.21. de plus, g&e A 
1.14( 1) et 1.15( 1 ), on sait que l’on a, pour tout entier s compris entre 1 et 
k - 1 au sens large: 
(5) 
(c’est le dheloppement suivant la dernihe colonne du dherminant 
Y( 1; 2 . k; k - 2 ,..., 1, k -s)). 
Soient i un blttment de 9 et p un entier; alors en utilisant (5), on a, pour 
tout entier s comme dans (5): 
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(6) a(i,~):= c n(p- w (m})(@:i ‘Vtm,,..., mk) X, 
:,,r;tz” 2 
+ i @i,~ 'V(m, “‘rn,- 1 “‘m,)Xi) 
r=3 
=S1,s( -1)” A C n (p- (ml - 1, {m})V(m, ...rnk) X,. 
(II, ) E .zA 2 
En outre par dkfinition de X, et O.(2), on a: 
k I 
(-l);xi= c (-1)“’ ~~;rX(3...i...ka;k-1...k~~...1), 
r=l 
si i est un Ument de B; on a une expression analogue pour ( - l)‘( ’ X,. et 
on pose: 
En utilisant de nouveau (2), (5) et (6), on trouve avec les notations 
prC&dentes et pour tout ClCment i de 4; 
(7) o(i,s)=d,,,d* C n(p--Iml--2, {m})V(m,...m,) Vi(w). 
1 I,, ) E z” 2 
Grhce A (3), (7) et (8), nous pouvons calculer: 
f:,‘:=A-* I,,,iFzk ? n Mk- I)- Iml, {m>)f(m3 ...mk). 
En utilisant les relations de commutations de 11.10(2), (3) et (7) (OLYI l’on 
fait p Cgale A 2(k - 1)), on obtient: 
(8) .fi’= c 
; ,,r ;E zh 2 
( 1 ‘&l)n(2(k-2)- Iml, {m))Vh ...mk) vi(w) 
IE f 
-*&l)n (2(k-2)-- Id, {m}) 
x $ Vm3 ‘.‘m,- 1 ..*rnk) V,(w) . 
r=3 > 
Remarquons que l’on a: 
(9) Vm3 ...rnk) V,(w)=0 si Iml >2(k-3) et iE&‘, 
ou si /ml >2(k-2) et i= w; 
et avec (1): 
(10) O=f,Y. 
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Combinant les identitts (10) avec celles de II.lO( 1) (oti l’on fait s Cgal A 
l), on va pouvoir trouver de nouvelles Cquations reliant l’ensemble des 
Cltments ‘S( 1) oti i parcourt l’ensemble 8 u { 2). Plus prtcisCment, on 
utilise toujours la convention (*) et on pose pour tout entier i compris 
entre 3 et k et tout entier s compris entre 2 et k - 1 (au sens large): 
(-l)j W(i,k-s)=X(3...i...k;2;k-2...k~...l). 
Soit u un entier strictement supkrieur A 2; en utilisant (2) et les dtfinitions, 
on trouve, pour tout entier i comme prCcCdemment e tout (k - 2)-uple, 
notk {m} de Zkp2, 
V(m,...m,)X(v3". i...k;2) 
k-l 
= 1 (-1)” @t;'V(m, ...rnk) W(i, k-s) 
s = 2 ( 
+ i (@fi,-"-6,,@/;;")V(m, ..‘rn,- 1 ...mk) W(i, k-s) 
r=3 
- c 6,@&r"V(m, .“rn,- 1 . ..rn.- 1 ..*rnk) W(i, k-s) 
Z<r,r<k > 
D'oh, avec I.lO( 1): 
(11) (-l)i i .u,,.V(m,...m,)X(u;3...i...k;2) 
I. = 3 
k-l 
= 1 (-1)” (@i:kp‘V(m3 “‘ma) w(i, k-s) 
v-2 
+ i @I, 
I+k-.sv(m3 . . . m,- 1 ...rnk) W(i, k-s)-/?(s, {m}), 
r=3 
oh l’on a: 
fl(s, {m})=(~,2~~;~~+~~,,~~~.1)V(m3~~~mk) W(i,k-s) 
+i( X,2~~,-~+~~,,I~,~J+X,,~~;~~) 
r=3 
x V(m3 ‘.‘rn,- 1 ...rnk) W(i, k-s) 
+3<f;4kx,r@:,;‘(m3 ..‘rn,- 1 . ..rn.- 1 ...rnk) W(i, k-s). 
. . . 
Montrons, que l’on a pour tout entier p et tout entier s compris entre 2 et 
k - 1 au sens large. 
(12) C n b- Iml, {m})B(s, {m>)=O; 
jm)EI~-2 
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en effet les termes en dzxlz@ t;+ V(m, mk) W(i, k -s) s’tliminent avec 
les termes en A,x,,@:~ TV(m, . ..mk) W(i-k-s) grdce i la relation 
(cf. 1.14(l)): 
De plus les termes en A,x,~ @‘;,- ’ (t fix&) s’tliminent avec ceux en 
d,x,, @i,- ’ pour les mimes raisons et les termes en d,x,, @$ A s’tliminent 
avec ceux en A,,~,, @“;,-” grlce aux Cgalitts suivantes (cf. I.lO(4) et 1.14( 1): 
.Y,,~/;,-s=~b:,~“(x,,+l), Vj’j> 1 
i A; @$,- F= y(1;2.. .k;k-2... lk-s)=O; 
,=2 
doli le rhultat. 
On pose, avec les m&mes notations que pour (8), mais si w est un entier 
compris entre 3 et k au sens large: 
(13) .f,y:= c c i6(l)fl(2(k-2)-Iml, {m})V(m,...m,) V,(w). 
(,,,Jth” -2 it3 
Cet Gment est nul car tous les V,(w) sont nuls, sauf si i est kgal A w, 
ayant deux colonnes &gales (cf. 1.16) et si i &gale w, on a: 
V,(w)=( -1)‘X(3...i...kw)=(-l)‘X(3...i...ki), 
V,,,(w)=(-1)k+‘X(3...k)=(-l)k+‘+k~’X(3...i...ki); 
d’oti l’assertion. 
D’oti utilisant (8), (lo), 11.10(l) et (2) et 1.21, on obtient: 
(14) ek :=0= ,,z3 -~lLvf:: 
= c ((-1)“XIZ *&l)fl CW-2)-Iml) 
(rn)Eze? 
xV(m,...m,)X(3...k;2) 
+ 1 ‘h(l)n (2(k-2)- [ml) i x,,.V(m,...m,) V,(w) 
lef? ( 111 = 3 > 
-241)nMk-2)-lml, {m>) 
xi i xlwV(m,...m,- 1 ...rnk) V,(w). 
r=3 ,,,=k+l 
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Tenant compte de ce que l’on a, pour tout entier w (resp. t) compris entre 3 
et n (resp. k) au sens large (cf. 1.16): 
V,(w)=(-l)k+i+‘X(w3...i...k;2), 
et de (11) (12) (5) et ILlO(2): 
(-ly+‘Q= c (,~y(l)n(2(k-2)-lml-l, ;+w-2) 
(rn)E&Z > 
t m 
-*b(l) x12~(W-2)-Iml, {ml) ( 
xV(m,...m,)X(3...k;2)+n(2(k-2)-Jml, 
x 2 (-1)’ i x,,, V(m,...m,- 1 ...rnk) 
r=3 II’ = k + I 
x (X(w3...i...k; 2)). 
Or on peut reecrire le coefficient de - *S( 1) sous la forme suivante: 
+ i (-!)‘A, f .u,,,.V(m,...m,)X(M’3...j...k;2). 
r=3 II’ = k + I 
Or on a comme plus haut (puis avec 1.21): 
-x,,A2= i x,,Ar= i A,x,,r 
/=3 r=3 
X(3...k;2)=(-l)‘+‘X(t3...i...k;2), ‘43<t<k; 
d’ou finalement avec (11) et (12) 
‘= I,,~zA.2 n ( (k-2)- lml - 1, (m}) c (_ !)‘A, r=3
x C x,,,.V(m,...mk)X(w3...i..,k;2) 
,I( = 3 
=A n(2(k--3)-Iml; (m>) i A,V(m,...m,) W(r,k-2). 
r-3 
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C’est-i-dire: 
e; := ( - 1)’ + ‘e, 
=A I,Tz)z 
, EC? 
(Ix i~wIcw-2H~l-1, {m})V(m,-m,) 
itI5 
xW(i,k-2)-‘6(1)n(2(k-2)-ImJ-l;(m}) 
/, 
x 1 V(m,...m,- 1 ...rnk) W(t, k-2) 
1=3 > 
Remarquons que l’on a: 
W(i,k-2)=(-1)‘X(3...i...k;2); 
d’oti avec LlO(4) 
Vm3. ..rn,) W(i, k-2)=0 si lmJ >2(k-3). 
De plus, on pose pour tout entier M’ compris entre k + 1 et n (au sens 
large): 
ei = A ‘e;, 
e::. := ad x,,.k(ei); 
et on remarque que e::. est de la m&me forme que et sauf que @;z est rem- 
plack par @:,* et que “6( 1) est remplact: par “h( 1). Soit r un entier compris 
entre 3 et k - 1 au sens large et supposons que nous ayons les identitks 
suivantes pour tout entier relatif not& p et tout entier w compris entre r + 1 
et n au sens large (8’ := { 3 . r } ): 
d,,. := zZzLm2 (,; (-l)“~(lm(P-lml~ {m>) >’ 
x V(m3 ...rnk) X(3... i...rw; 2) 
+(-I) r+’ “‘h(l)n (p-Iml, {m})V(m,...m,)X(3...r;2) 
- ‘6(l)(n (p- Iml, {m}) i (-l)‘Vh...m,- 1 ...m,)> 
I=3 
xX(3...i...r;2)=0. 
Remarquons que nous venons de dCmontrer cela pour r &gal A k - 1 (il suf- 
fit de multiplier e::. par une puissance convenable de A2) et montrons que 
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nous avons des identitts de m&me type en remplaqant r par r - 1. Pour cela 
on pose: 
d,.:= :_~~~~~:i~,(-l)i’cr(l)n(P-l”l~ W) 
xV(m,...m,)X(3...i...rw;2)+(-1)‘+’~6(1)n(p-ImJ, {m}) 
xV(m,..‘m,)X(3...r;2), 
pour tout entier w compris entre 3 et r au sens large et ces klbments ont 
nuls comme pour (13). On calcule Ct,=jX(1;2...k-r+l, w)d,,.=: 
X(1;2~~~k-r+l)b,.Cecalculestanalogue~celuide(14)(o~rvalaitk) 
mais A la place de (5), il faut utiliser les bgalith suivantes (( 15) et (16)) 
pour avoir l’analogue de (12): 
Soient s un premier compris entre 1 et k-r + 1 et 1 un entier compris 
entre 1 et r - 2 (au sens large) alors on a: 
(15) 
ces tgalitCs rtsultent de 1.17 et 1.20, puisque pour tout k - r uple d’entiers, 
noti {m), vhfiant: 
on a: 
Iml <(k-r+ l)(k-r+2)/2-s, 
Y(1;2...k-r+l;{m})~.;f’=~.;f’Y(l,2...k-r+1; {m}) 
+ c 
@s+/--). 
II 
(m’iEN~~‘,(k~r)(k--r+I)/Z-JmJ<s’<.s+/ 
x Y(1;2...k-r+ 1; (~‘1) 
et la valeur maximale de s + 1 -s’, atteinte quand s’ est le plus ntgatif 
possible vaut: 
s+f+Iml-(k-r)(k-r+1)/2-l<l+(k-r+l)-l<k-2; 
de plus, on a: 
s+f<(k-r+l)+r-2=k-1, 
la valeur maximale hant atteinte quend s et 1 sont tous deux maximum. I1 
ne reste done plus qu’A utiliser I. 14( 1). D’aprts I. 11, on a: 
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Finaletnent on trouve: 
(17) Q=h,= ;,,,)xzk ?,; (-l)“~(l)n(~-lml-l;{m~) 
,’ 
xV(m,.. .rnk;) X(3.,.i...r; 2) 
-2S(l)n(p-Iml-l; (111)) i (-1)’ 
r=3 
x V(m3 “‘rn,- 1 ...m,)X(3...2...r, 2). 
On pose 
b,, = [x,,.,, h,l, si w E ]k, n], 
h,,. = - 7( M’, r) h,, si WE [r+ 1, k], 
oti rot’, r) est l’tlement de G/,,(C) qui represente la transposition de w et Y. 
I1 faut encore faire les remarques uivantes: 
7(w, r)V(m,.* ~m,.~~~m,,:~~m,)=V(m,~~~m,,.~~~m;~~m,), 
t(w, r) A, = - Aj, si j # Y, w, 
7(qy)A,=(-I)“+’ “+‘Y(1;2...r...~~...k) 
d’od: 
=- A II > 
~(~‘,r)A,,.=(-l)“+‘~“‘+‘Y(1;2...i...w...k) 
= -A,; 
7(v r) n (p- Iml - 1; {m)) 
=(-l)P-l+‘+I~l n (p- lm( _ 1;m3...m,....m,... ). 
I1 est alors clair que dans h,,. les roles de r et w sont &hang&. 
Ainsi les elements h,,., oti w varie entre r et n bornes includes sont les 
elements cherches. 
Finalement quand r tgale 3, on trouve, apres simplification par dZp -’ 
(cf. IIS), que (17) devient: 
(18) 36(1)A2-2S(1)A3=0. 
Soit w un entier strictement superieur a k, en appliquant ad x,,.~ a (18), 
avec I.lO(4) et X8(3), on trouve: 
‘rs(l)A,=o; 
d’ou ,,‘~5( 1) est nul et le lemme rtsulte de II.8( 3). 
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11.12. LEMME. (notations 11.7). On pose: 
A=X(l;k...2). 
I1 existe un entier, note R, tel que I’on air, dans Q, pour tout entier i com- 
pris entre 1 et n au sens large: 
xi1 E (Vp)lln VP)) ZA pR. 
Si k est kgal A n cela est dkmontrk dans [Di I]; redonnons en une 
dirmonstration analogue; d’aprks I.lO(3) et I. lO( 1 ), pour tout entier r 
compris en 2 et n, on a: 
q, = i q; ’ xi, E U(p) Z(g) 
,=I 
comme @;, ‘xl1 est aussi, d’aprks LlO(3) et x,, +x;=zx,,~Z(~), un 
&lCment de U(p) Z(g); soit i comme dans l’tnonct du lemme, alors on a: 
u:= i y (-1)‘+’ /lq1;2...; .“, z;n-l... cr . . 1 ) @f;,~- r 
,=2 ).=I 
x -K,I E WY) Z(tl). 
D’aprks O.(2), et I.16 on a, si ,j est diffkrent de i: 
II I 
,T, (-l)~+‘X(1;2...i...n;n-l...n~...l)=X(l;2...i...ni)=O; 
d’oti 
II= -X(1;2...i...ni).~,,. 
Le rtsultat rksulte alors de I.18 et 1.25. 
Supposons done que k est strictement infkrieur A n et supposons d’abord 
que i est supkrieur strictement ri k; appliquant ad xi, A 11.7(2) on obtient 
pour tout entier j compris entre 2 et k au sens large: 
h- 1 
c ‘KY) q ’ = hc’ S(s) CD; ‘. 
\ = 1 s = 0 
En utilisant I.1 5(2), on trouve: 
k ~I 
&-L i (-1)” ‘~~,~~Y(l;k...i...2). 
r=2 
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D’aprh I.29 et II.7( 1 ) et 1.23(2), on a: 
bra ‘(U(p)/ln U(p))Z, O<Sdk- 1 
6fA ‘E Up)/ln U(P), Vl <S<k- 1 
et d’aprt% 1.28(2) et 1.14( I ), on a aussi: 
3fA -.Y,, A E U(p)/Zn U(p); 
d’oh avec 11.11: 
(*I .Y,,EA~ ‘(U(p)/lnU(p))Zd -I 
(i.e., le lemme si k < id n; cf. 1.25). 
On obtient ensuite le lemma pour 1 <i< k, en appliquant ad xii, oti 
1 < j d k A (*) (,j prend le r81e de i) et en remarquant que xii E p sous ces 
conditions. Quant i x, , , on sait que l’on a x,, + XI= z x,, E Z(g). 
11.13. Fin de la demonstration de 11.6. Grhe A 11.12, on sait que dans Q, 
l’ensemble des klkments (s,, )? <I G ,, s’identifie A un ensemble d’klbments de 
(Fract U(p)/ln U(p)) Z; d’aprh 11.8(2), cela entraine que, dans Q, ‘6(s) est 
nul quels que soient i et s oti l’tllment est dSni et cela termine la 
dkmonstration de 11.6, conformkment B ce qui a ttt& dit $ la fin de 11.7. 
11.14. LEMME (Notations 11.12). L’elhment A de U(p) est localement 
ad-nilpotent clans U(g)/I. 
D’aprh 1.10(4), on a 
[A,x,,]= -(k-1)A 
et le lemme resulte alors,facilement de II.12 et 1.25. 
11.15. PROPOSITION. Soit I un ideal completement premier de U(g) de 
niveau k: on pose: 
l A= U(l;k...2)EU(p) 
l S l’ensemhle multiplicatif de U(p) engendre par A 
l 2 l’image de Z(g) dans U(g)JI. 
Alors U(g)/I (resp. U(p)/In U(p)) admet une localisation en S et l’inclusion 
naturelle de ( U(p)/Zn U(p)), .?? dans (U(g)/Z), est un isomorphisme et on a: 
dim U(g)/Z=dim(U(p)/Zn U(p)) 2. 
Le d&but est un corollaire immkdiat grlce g [BR, 2.21 de 11.14, I.25 puis 
11.12. La fin rtsulte de 11.14 et [BK, 6.11. 
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11.16. COROLLAIRE. Soit I un idkal primitif complt?tement premier de 
U(g); alors on a: 
(1) In U(p) est un id&al primitif complPment premier de U(p). 
(2) On note k le niveau de I; alors il existe k - 1 nomhres complexes 
uniques not& u, . ’ ’ uk vPr$ant: 
Vl <i, j<n, 
.s= I
et k est le plus petit entier ayant cette propriite. 
(3) Avec les notations de 11.3, l’idPa1 d&iv6 I” de I est primit$ 
D’aprb [Di 2, Thtoreme c] un ideal premier d’une algebre enveloppante 
complexe est primitif si et seulement si le centre de l’anneau des fractions 
est reduit au corps C. Cela et II.15 entrainent immtdiatement (1) et, avec 
11.6, l’existence t l’unicite de (u, . . . kk). La fin de (2) resulte de II.5 et (3) 
rtsulte de la construction de II.2 (cf. 11.3( 1)). 
11.17. LEMME. Soit I un idPa complt?tement premier de U(g) de niveau k; 
on pose: 
(1) l v,=X(1;2...k), 
l pour l<sdk- 1: 
v,y=(-l)“detA,soli A,Yestlamatricek-lxk-l 
notPe (a,,,.) oti l’on a: 
a, ,= Iv” ;[,+I 
I \I 118 + I 
si v<s+l, 
a. I II = !P ” lu + 1 si v>s+l. 
Ces Plements sont dans U(p); soit j un hlhment de E; alors on a: 
L’ensemble des Plkments (vu ‘v,~) , ~ ,, c k , sont dans Fract U(p)/I n U(p) et 
dans le centre de Fract U(g)/I. 
Grace a 1.10(2), 1.14(2) et (1) les definitions de 11.7, on sait que, s etant 
lixe entre 1 et k - 1 (bornes incluses) l’element v,y ’ v, de Fract 
U(p)/In U(p) (cf. I&2)) est dans le sous Z(g)-module de Fract U(g)/1 
engendre par l’ensemble des elements (a(~‘)), < sI <k ~ , . 11 resulte alors de 
11.8(2) et 11.15 qu’ils sont dans le centre de Fract U(p)/1 En outre (2) est 
clair grace a 1.23( 1) et II.4 (cf. O.(2)). 
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11.18. LEMME. Soit I un id&I compbtement premier de U(g) de niwrtu k; 
uuec les notations de 1.34(3) et (4) et I.26 on a, pour tout entier r: 
Vk + 1 < i, ,j < n, (A)‘fl(“q,)-(A)’ ‘d$EZ 
(oti A = Y(l; k...2)). 
Quand r est egal a 1, le lemme est trivia1 (cf. fin de 1.34). On demontre le 
lemme par recurrence sur r; on suppose done que r est strictement plus 
grand que 1 et que l’on a: 
(1) (A)‘- ‘e(“q- ‘)-(A)‘.. ‘$‘:;- ’ E I. 
Or on a (cf. 1.34) par definition de ‘I@:,: 
“CD:, = 1 xi, w;,- ‘. 
/=/i+1 
Puisque 8 est un homomorphisme d’algebres (cf. I.33 et 1.26) dont l’image 
est centralisee par A, grace a la fin de 1.34, on obtient: 
(A’)fl(“q,)= i .T,,(A’ ‘fl(“@;,~ ‘)-Lw&;,~ ‘) 
l=h+I 
+ t A” ‘.T,,@-’ EZ+ i A’- 2,T;,@y’ 
i&h +I I=k+l 
(*I ~:=,=;+~.f,,+;, ‘-A@;,EI. 
Remarquons que si I est un entier compris entre 2 et k au sens large, I;, 
est le determinant d’une matrice ayant deux lignes tgales et done est 
I’element nul. De plus soit 1 un entier compris entre 2 et n au sens large, 
alors d’aprts 1.19, I.17 et I.16 on a: 
Utilisant (1) et divisant l’inonce du lemme par A+ 2, il faut done demon- 
trer que I’on a: 
f,,=.y,,A+ 2 (-1)” “‘+‘x;,,,Y(l;Ik~~~~~~~2) 
,,1 = 2 
= Ax,, + i ( - 1)“’ ‘x,,,,X( 1 ; k . ti . . .2 . . . I) 
,,, = 2 
D'oti linalement : 
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D’apres I.lO( 1) et le developpement d’un determinant suivant la premiere 
colonne, on sait que le premier terme entre parentheses est nul; en dtvelop- 
pant X(l;k...& . . .2f) suivant la derniere colonne, on voit que: 
I;=, X(l;k...ti.. .2f) g’;,- ’ appartient au sous-U(g)-module a gauche 
de U(g) engendre par l’ensemble des elements (&i)r G ~ G r + k ~ z. 
Choisissons un ensemble d’eltments de U(g) notes uO.. . uk verifiant 
II.6( 1); en utilisant I.lO( 1) il est clair que l’on a: 
k 
c u,cqj+i+l FEZ, VO<t. 
.\ = 0 
D’ou tvidemment: 
u,$$+ ’ est un element de U(g) appartenant au sous-U(g) module a 
gauche engendre par (St,+ ’ -“), G ., G k. 
Comme $,‘;, (= Y(l;jk... 2)) est un element de I (cf. 11.4) et que u. n’est 
pas un element de Z, on voit de proche en proche que $fj+ ’ est un element 
de I quel que soit l’entier t; de plus &ii est nul si t est inferieur strictement a 
k (cf. 1.14( 1)) la demonstration du lemme est terminee. 
II. 19. PROPOSITION. Soit I un id&al complgtement premier de U(g) de 
niveau k et I” I’idbal d&rive’ de I qui est un ide’al complStement premier de 
U(g,). Alors le niveau de I# est i!fPrieur ou Pgal ir k. 
Notons t le niveau de I#; si k est superieur ou Cgal a n -k, il n’y a rien a 
dtmontrer puisque t est par definition inferieur ou tgal a n -k. On suppose 
done que k est strictement inferieur a n-k. Reprenons les notations de 
1.34; soit (i, j) un element de Ey et choisissons des elements (uo.. . uA ) de 
U(g) satisfaisant a 11.6( 1). 11 est clair (cf. tin de I.34 pour les notations) que 
l’on a: 
(1) .I;:= i U,c5’&EI. 
,=O 
Fixons un k-uple d’entiers tous distincts et tous distincts de i compris 
entre k + 1 et n au sens large (cela est possible puisque n --k est superieur 
strictement a k par hypothese). Notons le (j} ( =(jl . ..j.)). Soit s un 
entier et notons P(i; (j} ; k -s, k - 1 . . . 1) le determinant de la matrice 
k x k notte (a,,,.) oti l’on a: 
ar,,V = 8:&p ‘I’ + ’ si w>l, 
= a+,- s 
,I, si w=l. 
Grace a 11.18 et 1.14( 1) (applique a gk au lieu de g) et au fait que 8 est un 
homomorphisme d’algebres (cf. 1.26), on sait que l’on a: 
p(i; {j}; k-s, k- 1 ... l)eZ si s > 0. 
4RI 106 2-4 
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On voit alors facilement en utilisant une combinaison convenable des 
elements (,fi,.), GrSk que Ton a: 
u := F(i; {j};k... 1)EZ. 
Revenant a la definition de u comme determinant et en le developpant 
suivant la derniere colonne puis I’avant derniere (et caetera), on voit en 
utilisant 1.34(3) et le fait que gk laisse stable m(k) que Ton a (en notant 
” Y( i; {.jj) le determinant de la matrice k x k, notee h,.,,., oti h,.,,. = 
II,;,.- ,I’ + I ): 
“Vi; {j>)~ ((In U(P) + U(p) m(k)) n U&J. 
Par definition de I# (cf. II.3), on a done: 
"Y(i; (j})Ez#; 
et en tenant compte de II.4 (oti on change g et gk) on voit que k est 
suptrieur ou tgal au niveau de Z#; d’oti la proposition. 
11.20. PROPOSITION. Pour tout entier r, on note Z(g), la sowalgPhre de 
Z(g) engendrPe par I’ensemhle des &?ments centraux de degrP infhieur ou 
Pgal cj r. Alors l’application qui a un idPa compltitement premier de U(g), 
not& Z, associe Zn U(p) et In Z(g), ~, (oti k est le niveau de Z et t le niveau 
de I’idPal d&i& de I; cb II.3 et 11.19) est injective. 
Traitons d’abord le cas ou k est egal a n; soit Z un ideal complbtement 
premier de niveau n; on a vu en 11.3(/I) que In U(p) est I’ideal 0. Notons Z 
l’idtal completement premier de U(g) engendrt par In Z(g). Comme Z’ est 
inclus dans Z, l’idtal I’ coupe aussi U(p) en 0. D’autre part d’apres [Di 1, 
2.161, U(p) et Z(g) sont lintairement independants; avec II.1 5 on obtient 
l’egalite suivante: dim U( g )/I = dim U(g )/I’. 
Ainsi Z et I’ co’incident et done Z est engendre par son intersection avec 
Z(g); la proposition en resulte puisque dans ce cas t est nul et Z(g),, est 
Z(g) tout entier. Traitons aussi, separement, le cas oti k est egal a 1; dans 
ce cas Z contient xi,! done [g, g] =sZ(n, Cc) par simplicite de sl(n, C), et t 
aussi est egal a 1. Rappelons que Z, est l’tltment C;= , xii et que Z est deter- 
mine par In k[Z,] puisque Z est le noyau d’un caractere de g prolonge a 
U(g) canoniquement. Comme k - t = 0, il faut ici demontrer que Z est aussi 
determine par son intersection avec U(p). Remarquons que l’element 
nxll - Z, est dans [g, g] done dans I. Notons Zf I’eltment x7= z xii et I# 
l’ideal derive de Z; d’apres ce qui vient d’&tre dit, on a l’equivalence 
suivante: 
Znk[Z,]=OoZ#nk[Z,#]=O 
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(car Z,#=Z,--x,,=l/n((n-l)Z,-(nx,,-%,I)). De plus, si Ink[Z,] 
est l’ideal engendre par l’element Z, -Z oti Z est un nombre complexe 
alors In k[Z, ] est engendre par l’element Z,# - (n - 1 )/nZ et recipro- 
quement. C’est-a-dire I est determine par son intersection avec U(p). Sup- 
posons maintenant que k est strictement compris entre 1 et n; on tixe un 
ideal completement premier note J de U(p), de niveau k et on note J# 
l’idtal derive de J et t le niveau de J #. On suppose que t est inferieur ou 
tgal a k et on note I’ l’intersection des ideaux completement premiers de 
U(g) coupant U(p) suivant J; la demonstration consiste a prouver qu’il 
existe pour tout entier i appartenant a E, un element, note d’ de U(p) - J 
pour lequel on a: 
(1) -Yil d’*Er+ UP)Z(9), I’ 
puis a dtmontrer de proche en proche que pour tout entier r compris entre 
k-t et k au sens strict il existe des elements de U(p)-.& notes e(r), pour 
lesquels on a: 
(2) 4r)ZrE~+U(p)Z(9L I. 
I1 est clair que l’ensemble des elements (Z,,), <, G ,1 sont des generateurs 
algtbriquement independants de Z(g) (cela se voit en regardant leur gradue 
qui est tr(.y’) d’apres 1.10(2) et O.(8) et que Z(g), , est engendre en tant 
qu’algebre par Zk , + , . Zk , et Z(g)k -,. Admettant (1) et (2) terminons 
la demonstration. Soit L un ideal completement premier de U(g) coupant 
U(p) suivant J. Le sous-U(p)-module a droite de U(g) engendre par g co’in- 
tide avec le sous-U(p)-module a gauche engendre par g; soit u un element 
de L; d’apres ce qui vient d’etre dit et le Poincare-Birkoff-Witt Theo&me, 
(1) montre qu’il existe un entier, note m, pour lequel on a: 
ud”“Er+U(p)Z(g)~ ,. 
Puis avec (2), on voit qu’il existe un element, note y, de U(p) - J pour 
lequel on a: 
Ainsi L qui est un ideal completement premier est determine par son inter- 
section avec l’algebre, notte B, U(p) Z(g), ~ ,. D’apres [Dil, 2.161 U(p) et 
Z(g) sont lintairement disjoints; notant A l’algebre U(p) 0 Z(g)k ~, cela 
entraine que l’application naturelle de A dans B, notee m, est un 
isomophisme d’alglbres. Soit h4 un ideal completement premier de A et M’ 
l’intersection de M avec Z(g), ~ ,. D’apres [Di3, 4.511, soit u’ un element 
de M, alors il existe un element note y’ de Z(g)a ~, - M’ tels que l’on ait: 
u’y’ E (U(p) n M) A + AM’. 
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Grace a x, il est alors clair que L n B est determine par son intersection 
avec U(p) et son intersection avec Z(g)r , ce qui termine la demonstration. 
Prouvons maintenant (1) et (2). Remarquons d’abord que l’on a: 
SII -z, E U(P), 
d’ou ( 1) dans le cas ou i est egal a 1. 
Soit (i, ,j) un element de E’, ; reprenons les notations de 11.17; on a 
d’apres II. 17 et 1.8: 
Soit L un ideal completement premier de U(g) coupant U(p) Avant J et 
supposons que i est different de j; alors on a dans le corps des fractions de 
U(g)/L d’apres II.17 (applique a L au lieu de J): 
d’oh: 
Montrons maintenant que quels que soient l’tllment (i, j) de I?’ et l’entier 
positif r, il existe deux ensembles d’tltments de U(g), notes (t&(r)), GsGr.m, 
et (cp,;(r)lG,sr I tels que l’on ait (cf. notations 1.27) 
(4) cp:( r) = ‘@;, + C a,,, ‘@;I ‘)I, 
0 < ,,I < \ 
q:,(r) = I@.;, + C h,,, ‘@f- “1, 
ou (u,,,) et (h,,,) sont des nombres complexes ne dependant que de s et r (et 
non de i et ,j) 
).-I r- I 
(6) v,- 1 q;(r) ul;;“+ C cp;i(r)Z,-.veU(p). 
,=I \ = I 
Cela se prouve par recurrence sur r; pour r = 1 il suffit de prendre tous les 
elements cherches egaux B 0 puis on utilise I.22 et I.9 pour tkrire rj pour 
la forme suivante: 
Y,= i (-K,,-(r-l)~,I)yI;j-‘-ZI ,(.Yi,-(r-l)bij), 
/= I 
et I’assertion devient immediate par recurrence. 
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(7) Remarquons que (4) entraine que cpf (r) est tgal A xi, et que (5) 
entraine que q;!(r) sont des ttkments de U(p). On pose: 
k -~ 2 
F,,, := ~Cu(-l)“‘~i,,-.,r(l;n...~~...n-kf2); 
A’= Y(l;n...n-k+2). 
Remarquons que n - k + 2 est strictement supkrieur A 2 et done avec (3), 
on a: 
(8) fEIl. 
Soit r un entier infkrieur ou Cgal & k - 1; d’aprks I. lO(2) et 1.14( 1) on a: 
!, 2 
(9) 1 ( - 1 )“‘ul;,, ,I, Y( 1 ; n . . . n2 . . n - k + 2) 
,>1 = 0 
= d,,, , A’. 
En utilisant (7), (6) et (9), on obtient: 
D’aprts 1.23( 1) et 11.4, l’kltment A’ appartient B U(p) -J. On a done 
dtmontrt: (1) pour i Cgal A 2 (cf. (8)). De plus pour tout entier i supkrieur 
strictement A 2. on a: 
d’oti avec I.19 et 1.21: 
x,, A” +x2, A’[xn, A’] E I’ + U(p) Z(g),,. , ; 
c’est-A-dire (1) pour tout entier i de E, . Montrons maintenant (2); si t est 
6gal A 1, il n’y a rien 1 dkmontrer supposons done que t est strictement 
suptrieur A 1; cela entraine en particulier que n-k est strictement 
suptrieur A 1. 
Soient (i, j) des Ckments de E, et Y un entier positif; on pose: 
(cf. les notations de 1.34(4) pour l’analogie). 
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D’aprts (6), I.lO(2) et 1.14(l), c’est un ttltment de U(~)z(g),~,. On 
pose aussi 
On suppose que j est strictement suptrieur h k + 1, alors d’aprh (3) on a: 
(11) .i;EIl. 
Avec les notations de (4), (5) et (6), d’aprks (6) et 1.29( 1) (plus les 
notations de 1.34(3)), le coefficient de Z,+ c dans pk + , i est: 
3.; + I, + ‘cl a,,@+‘;‘,; 
0, = I 
d’oti halement, il existe un ensemble de nombres complexes (indkpendant 
de j), noti (c,,,(.y)) I<,<r ~l.I<nrsr~-I tel que l’on ait (cf. (11) et (6)): 
Soit s un entier et {j} un klkment de E,,; on note F(k + 1; {j} ) le dkter- 
minant de la matrice s x s notte (a,.,,.) oti l’on a: 
et avec les notations de I.34 en supposant que {j} est un kltment de E:’ , 
on note: Y”(k + 1; { ,j}) le dbterminant de la matrice s x s not&e 6,.,,., oti 
l’on a: 
D’aprh II.18 (et sa notation A), soit L un id6al completement premier de 
U(g) coupant U(p) suivant J done en particulier de niveau k, on a 
(A ).Y’ S+ 1 )/2 O(Y”(k+ 1, {j}))-A, “‘--‘t’2?(k+ 1, {]‘})EL (on a utilisk le fait 
que A commute g l’image de 0; cf. 1.27, et la dthition d’un dkterminant cf. 
042)). 
D’oti 
(13) (A),(., + 1 ).‘2 13(Y”(k+ 1, {j}))-A”“p”/2~(k+ 1, {j})eZ’. 
On dkmontre de man&e identique (nous l’avons dkja utilisk dans la 
dkmonstration de 11.19) que l’on a, si {j} est un s-uple d’entiers strictement 
suptrieurs $ k + 1: 
(14) Y(k+ 1; {j};.y-q,s- l,..., I)EI’, Vl Bqds. 
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On lixe maintenant  - 1 entiers distincts compris entre k + 2 et n au sens 
large (c’est possible par dkfinition de t) notts j, . . . j, _ , et par dkfinition de t 
(cf. II.4 appliqut A gk au lieu de g), on a grhe A (13); 
F((k+l,j,.Q)$J, l<Vs<r-1, 
et avec (12) et (14): 
Z kJQ+ l,j, ...j,)Er+ u(p)Z(g)k-,,-l. 
Cela termine la dkmonstration de (2) et la dtmonstration de la proposition. 
III 
111.1. Dans cette partie, on Ctudie les idtaux primitifs de U(g) obtenus 
par induction 1 partir d’un idCal de codimension 1 de l’algkbre envelop- 
pante d’une sous-algkbre parabolique de g. Ces idkaux sont dits des idCaux 
primitifs induits. Soit I un idtal primitif induit, on note q une sous-algtbre 
parabolique de g et x un caractkre de q tel que I est induit par le noyau de 
x prolongt A U(g). On note i le caractkre 1 translatt par le caracttke de q 
valant - l/2 trace ad g/q et v(q) une composante de Levi de q; soit y un 
kltment de G/,,(C) qui stabilise r(q) (pour l’action adjointe) alors ~2 
restreint A r(q) est un caractkre de r(q) qui se prolongue naturellement en 
un caractke de q encore not6 yi; d’apr6.s [B, 5.43, on sait que I est aussi 
obtenu en induisant le noyau du caractkre 72 + l/2 trace ad g/q prolongir A 
U(q). Cette section III consiste A trouver un ensemble d’kltments de I dont 
la connaissance d&ermine (q ktant fixt) la classe de conjuguaison de 2 
sous l’action du sous-groupe de Gl,,(C) stabilisant r(q). Cet ensemble now 
permettra alors de calculer In U(p). Pour trouver ces ttltments, on utilise 
l’orbite nilpotente dklinie par gr I et les fonctions qui s’annulent sur 
cette orbite. 
111.2. Notations supplPmentaires utilisPes dans cette section. Soient I, q, 
r(q), 1 et i comme dans 111.1; mais on suppose en outre que q contient les 
matrices triangulaires infkrieures et que r(q) contient les matrices 
diagonales; comme cela est expliqut en [B] tout id&al primitif induit est 
induit grlce A une sous-algibre parabolique de ce type et on peut meme 
encore supposer, ce que nous ferons, que q qui est maintenant dittermink 
par une partition de n not&e (q, ,..., qk), vthifie aussi 
91 b ... >qk. 
Soit i un entier infkrieur ou tgal A k, on pose 
s(O)=O, s(i)= C qi si i> 0, 
i<i 
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et on note r, la sous-algebre de q engendree n tant qu’espace vectoriel par 
l’ensemble des elements (.u,,,, ) ,, r) < I.,,I G ,(,) et q, la sous-algibre parabolique 
de g contenant q et definie par la partition (s(i), qi+ r ,..., qk) de n. On note 
Q (resp. Qi) le sous-groupe de GI,,(@) irreductible d’algebre de Lie q 
(resp. q,). Puisque 1 est un caractere de q, on sait que l’on a: 
x(.x,,) = x(x,,) si s,, et s,, sont dans la meme sous-algebre de type r,. 
On pose, pour tout entier i inferieur ou egal a k: 
t, = x(-u,,) oti s(i- l)<,j<s(i); 
(1) t:= t,+s(i- 1); 
ii = j( I,,). 
On a clairement: 
(2) 7, = t: - 1/2(n -q,) 
On note (4; ,..., q:,,) la partition duale de (q, ,..., qk); i.e., 
q~=#{q,Il,<s<ketq,>i}. 
On a en particulier: 
(3) q; = k, m=ql, q; 3 ... >q:,,. 
Soit (’ I’orbite nilpotente de g formte par l’ensemble des elements 
nilpotents dont la decomposition de Jordan est formte de m blocs de taille 
9; 7...1 qi,, (a l’ordre p&s). C’est l’orbite de Richardson dtfinie par q. On note 
8 la fermeture de G dans g et l’on a: 
dim F = 2 dim g/q = dim U(g)/I. 
En outre, clairement, gr I est un ideal G/,,(C)-invariant de S(g) inclus dans 
s(g) q done nul sur G identitiee a la fermeture d’une orbite de g* grace a la 
forme de Killing. 
On sait aussi que les elements de fl sont d&finis par les inegalites suivan- 
tes: 
(4) .uEC?oVr<k, dim(Im(x)‘) d n -S(T) 
(Im := image). 
Soit r un entier inferieur strictement a k on note m(r) est le plus grand 
entier pour lequel &,, est strictement superieur a r et on pose 
m(k)=0 
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alors (4) peut aussi s’tcrire sous la forme suivante: 
m(r) 
(5) xElG-Vr<k, dim(Im(x)‘)d c ql 
i= 1 
(un somme vide est nulle). 
On utilisera souvent dans cette section les notations T( { i} ; {j} ; {m}), 
T( {i}, (j}, m) de O.(6). 
111.3. Soient r et t des entiers positifs et {X > un r-uple de nombres com- 
plexes; afin d’exploiter 111.2(4), on va construire, dans les paragraphes qui 
suivent, pour tout couple (i), {j} d”1 e tments de E, des elements de U(g) 
notes T( {i} ; ( j} ; r ; { cz> ) ayant les proprittes suivantes: 
(1) R(i); {j>; r; {a))-Z?(i); {j};r)EWg),r-,; 
(2) V~JEG,, Q{i); ~(j}; r; {a))=401 Q’(fi); {jf; r; {a)); 
(3) R(i); {j); r; {a})EZsi t=n+ 1 -s(r) et si (a ,,..., a,) 
coincide en tant qu’ensemble non ordonne a ( -r‘, ,..., -I;.); 
(4) VUEG,,, T({i); {,j}; r; C(a))= T({i); {,j]; r; {a}). 
En fait on construira d’abord des elements notes T’( {i}; {j>; r; (a}) 
verifiant (l), (2) et (3); ils verilient probablement (4) mais pour le demon- 
trer le calcul est penible, on obtiendra dont T en symetrisant T’ en {LX}. 
111.4. LEMME. Soient t un entier positif, ii) un Plhent de E, et a 
(bl):,,,+N~ un enesemhle de nomhres complexes presque tous nuls. On 
suppose que I’on a: 
9 tous Ies entiers constituant Ie t-uple {i} sont distincts; 
l vl(.i}EE,,~~,,,:.~ilp(~m)) r(ii); Ij); Im))=O. 
Alors on a: 
B({m))=Q V{m}. 
On pose: 
u := 1 fl( (m}) T({i); {i}; {m}). 
(In: EN’ 
Supposons qu’il existe {m J tel que /I( (m 1) soit non nul et on note A4 le 
plus grand entier pour lequel il existe {m} verifiant: 
l M= (ml et P((m})#O. 
On pose: 
u’ := c P({m)) T({i); Ii); (ml). (m) E N’ Iml = M 
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11 est clair que u et U’ sont des elements de Us et que leurs images dans 
U(q),/U(g),- , coincident; montrons que cette image n’est pas nulle ce 
qui donnera la contradiction cherchee. Comme en O.(7) et O.(8) on identifie 
U(g)M/U(g)M ~, aux fonctions polynomiales sur g homogenes de degre M 
et on note c7 l’image de U’ dans cette identification. La restriction de U aux 
matrices diagonales vaut (en tenant compte de l’hypothese faite sur {i}): 
u(x) = c /I( (m})(X”“)i,r, . . . (X’+)i,i, 
:n1; cN’ ImI = M 
et cette fonction est non nulle d’oti le lemme. 
111.5. LEMME (notation de 111.4). On suppose aussi que tous fes entiers 
du t-uple i sent distincts et on pose pour tout klkment (j} de E,: 
d(j))= 1 RImI) T({i), Cd; {ml). 
[nt: EN’ 
Soient p un entier compris strictement entre 0 et t et CT la transposition de p 
et p + 1; alors on a l’kquivalence suivante: 
= C Km, “‘mPP,m,+, -s+ lmP+s...m,) 
\ = I 
mp ~ I>$, + (
- C B(m,...m,_,m,-s+lm,+,+s...m,) 
., = 1 
(une somme vide est nulle). 
On utilise I.1 1 pour faire le calcul suivant, quels que soient (i, j) et (v, w) 
des elements de E, et quels que soient r et r’ des entiers: 
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d’oti en faisant j Cgal A jP, wCgalAj,+,, rtgalAm,et r’tgalAmP+,, on 
trouve 
(1) T({i); {j>; {ml) 
= - T((i); d(j)); d(m))) 
- i T({i};a{j));m,...m,+,-sm,+s-l...) 
+ i T({i};a{j});m,...m,+s-lm,+,-l...). 
sz l..s>r’-r 
D’oh il existe un ensemble de nombres complexes (indkpendants de {i} et 
{j)h noti: &(m))l,,,lENlr presque tous nuls tels que l’on ait: 
u((j>)= C d((m>) V{i);d(jJ); {m>). 
:n,;EN’ 
Fixons (m} et calculons 6( { m}) g&e A (1); il faut savoir quels sont les t- 
uples {m’) pour lesquels on peut avoir l’une des deux possibilitts suivantes: 
(a) 3s>O, sE]mj,+,-mj,,mj,+,] tel que 
m’ P+I - s = m,, et m;,+s- 1 =mpt,; 
(fl) %>O, sE]mb+,-m~,m~+,] tel que 
mb+s-1 =m, et mb+,-s=mm,+,; 
(a) et (/3) sont tquivalents A (cI’) et (p’) ci-dessous: 
(cd) 3s > 0 tel que 
mb+, =m,+s, 
i.e., 
(/I’) 3s > 0 tel que 
mb=m,-s-k 1, 
i.e., 
mb=m,+,-s+l, s>m,--m,+,+2s-1, 
sdm,- ,-m,; 
mb+,=m,+,+.c .y>m,+, -m,,+2s- 1, 
s<m,-mm,,,. 
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D’oti: 
4 ( m ),= -/Iqo(m))- C B( m,, + , - s + 1 m, + s’ . ) 
,==I 
l,lp ill/, + I 
+ c b(-m,,-s+ lm,,, +S”’ ), 
,=, 
et le lemme resulte alors immediatement de 111.4. 
111.6. C~ROLAIRE (notations mais non hypothese de 111.5). On suppose 
ici que l’on u pour la transposition p, p + 1 not&e G: 
V’E E,, u(o{j))=dcJ) 4(j)). 
Soient s et M, M’ des entiers; on suppose que s est positif, infkrieur ou Pgal ri 
t et dlffhent de p et p + 1. Alors on a: pour tout Plkment (j> de E, : 
1 ~(~m})T(~if;a{j};m,~~~m,~~~m.,~,,Mm.,+M’,m,,+,~~~m,) 
:n1; t Ni’ 
=~(cr) C fl(((m)) T({i}; {.j};m,...m,. ,Mm,+M’...m,) 
;,>,; t N’ 
(i.e., on rempluce dans tout r-uple {m}, m, par Mm,, + M’). 
Si les entiers constituant le t-uple i ne sont pas tous distincts tous les 
determinants apparaissant ont deux lignes egales et sont done nuls; le 
lemme est alors trivialement vrai; dans les autres cas le lemme resulte 
immediatement de 111.5. 
111.7. LEMME (notations 111.5). Soit s un entier positzj’infPrieur ou &gal 
ci t: on identifie 6, ,~ + , au sous-groupe de 6, permutant Ies t - s + 1 derniers 
hlkments. On pose: 
4{jJ)= 1 fit(m)) T({i}; {j);m, ,..., m.,+ l,..., m,), 
(111) t N’ 
4{j))= C B(Im)) i Wi}; {j}; 
(r?,)EN’ p=s+ I 
xm,...m,, ,,O,m,...m,~,,m,~,+m,,...,m,) 
(w({j})=Osis=t). 
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Soit CI un nombre complexe, on suppose que l’on a: 
v~E~,-.s+,, u(o{j}) = c(o) u( { j}), alors on a: 
(1) i 4jl . . . j,-. , lj, . . . j,)(xy, + (ct + t -s) 6,, 
/= I 
=U(Cj>)+~u(Cj})+w({jf), 
(2) ~~~~,,.,~~(~{j})=~(d)~'({j}) 
(oti G,m_,v est le sous-groupe de 6, permettant les t -s derniers Plkments). 
D’aprks LlO(4) on a, quels que soient l’klkment i de E, et l’entier m,: 
Cela veut dire que l’on peut faire passer I,~, au-dessus de la dernike 
“colonne” des dtterminants calculant u( j, . . j, _ , . . j,) A condition de 
rajouter les termes suivants: 
.f:=CP(imi) Vti)); . . ..i..- ,.i,.i.,+,...j, ,i,; {m}) 
- f T({i); . ..j.,~,!i,+,....i,~,.i,;m,...m, 10 ) q ’ 
/= I 
En utilisant les proprittks de permutation et III.6 puis le fait qu’une 
colonne avec des @z, commute A tout autre colonne, on a: 
.f= -u(j.i})+ C B((m)) $j T({i); . . ..i. -,j,;...j, ,I; 
; I?, : /= I 
..*rn .,~ ,,O,m.;..m, ,)@;::‘. 
Puis en utilisant I.lO( 1 ), on obtient: 
.f+U({j})= 1 PC(m)) Vii}; {j}; .‘.m,, ,,O,m,;.*,m,-,+m,). 
; m ) 
En proddant de la m&me faGon pour faire ensuite passer xlj, au-dessus de 
l’avant dernikre colonne..., on trouve tinalement avec I.lO( 1) (notations de 
l’knonci: du lemme): 
i u(jl~~~j.~~lIj,,~~~j,)x,i,=~(~j})-(t--S)~({.j~)+~((j}). 
/= I 
(1) est alors immkdiat. DCmontrons (2); il est clair que le premier membre 
de (1) et u( { j)) ont la propritti: de permutation souhaitte, u( { j})]’ A aussi 
grlce B 111.6, d’oti (2). 
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111.8. DEFINITIONS (notations 111.3). On pose 
= 2 T({i); jl);r-l;a,..~cl,~,) ~(.u,,,+(r,+t-s)ii,,,). 
:I: t I?, ,=;I 
111.9. LEMME (notations III.3 et 111.8). Les Pkments T({ ij; (j] ; 
r; (3)) uhr$ietzt les propriktks III.3(2) et 111.3( 1). 
Montrons d’abord III.3(2) par recurrence sur r; pour r igale 1, on I’a vu 
en 1.2. Supposons done que Y est restrictement plus grand que 1 et que le 
lemme soit vrai jusqu’a r - 1; soit cr un element de G,; grlce a l’hypothese 
de recurrence (on note (d)- = (~1, ... x+ ,)), on a: 
D’oti immidiatement: 
T’( f i); {j}; r; :a)) 
=1/t! 1 T’({ij; (I} 
: I : F 4 
et 111.3( 1 1 resulte done de 1.2. 
;r- 1; {oi 
Montrons maintenant III.3( 1) par recurrence sur r; si r est 6gal a 1 il est 
clair par definition que l’on a: 
D{(i); (j};a+t- l)- T((i}; {j}; l)EU(&-r 
d’oti le resultat dans ce cas. Supposons maintenant que r est strictement 
superieur a 1 et que le lemme est vrai pour r - 1. Remarquons que, modulo 
U(g),, .~ (, on a: 
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est tgal au determinant de la matrice t x t notee (au,,,) oh l’on a, avec 
l’hypothese de recurrence: 
d’ou le resultat. 
111.10. Notations. Soit r un entier positif 
(1) Soient { y} = (y, ,..., y,) un r-uple de nombres complexes et s un 
entier inferieur ou &gal a r, on note S,( (y}) la fonction symetrique 
homogbne en { yj somme des monomes distincts yi, . . yit ou chaque y, 
intervient au plus une fois; (S,( ( y } ) = 1). On note { y } le r - 1 uple 
Yl . . + y, _ , et S,s( 9) ) les fonctions symttriques en { 9); ici s est infkieur ou 
tgal a r - 1. On supprime ( y } des notations quand il n’y a pas d’ambigu’ite. 
(2) Soit t un entier positif, on note ,4(r, t) l’ensemble des t-uples d’entiers 
compris entre 0 et r au sens large; on note A au lieu de A(r, t) quand r et t 
sont fixes. 
III.1 1. LEMME (notations III.8 et 111.10, ici les nombres complexes 
variables sont les { CX}). On five r et t des entiers posibfs, alors il existe un 
ensemble de polyndmes en les ai, not& (/I( {m 1)) !,,, IF N, tel que l’on air, quels 
que soient (i), {j) et {a}: 
l &/J({m))<tr-[ml (d” := degrt total du polynbme); 
l T({i); {j};r; {a)) 
= 1 Sj.,S,,T((if; {jj;r-2, ,..., r-E,,) 
2 E A 
(en tant que polynomes en {a} ou S, := S;( (a}). 
On demontre d’abord, par recurrence sur r, que T’( (i>; (j]; r; (~3) est 
la somme du determinant de la matrice A, delinie ci-dessous et de termes 
de la forme P({m}) T((i}; (j}; {m}) ou j?((m}) a les proprietes de 
l’enonce du lemme. 
A, est la matrice t x t, notee (a,.,,.(r)), oti l’on a: 
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C’est clair pour Y egal a 1 et pour Y quelconque. Cela resulte de l’hypothese 
de recurrence t du lemme 111.7. Le calcul de u,,,(r) (avec les notations (1)) 
se fait grace a I. 10( 1 ): admettant que u,.,, (Y - 1) soit Cgal a C:: t s, @;, ;,,I - ‘, 
on trouve: 
D’oti: 
a,.,,.(r) = 2 s,y@:,~\:. 
,=O 
Le lemme devient alors clair en utilisant la bilinearite du determinant 
considtre comme fonction des colonnes (cf. O.(2)). 
111.12. LEMME (notations III.lO( 1) et 111.8). L’entier r Ptant fixP, il 
existe un ensemble fle polyn6mes en les tli, notP (/?({m}))~,iGN,, presque 
si m,<r 
;r; {a))= 1 PC(m)) i S,T((i}; {j); 
(I??) E N’ V=O 
m, .“rn,-, m, -s). 
Le lemme est clair pour r &gal 1, puisque la derniere colonne de 
la matrice dont le determinant calcule D( (i} ; {j} ; (Y + t - 1) est 
(.u,( ,i + ~6,~ ,,), G ,,< ,. Et on dtmontre le lemme par recurrence sur r; on 
admet que T’((i}; (,j}; r-l; (6)) (ou {IS}= {a,...a,-l); cf. 111.10(l)), 
note ici ti({j}), est une combinaison lintaire linie a coefficients 
polynomiaux en { } oi de termes de la forme suivante: 
(1) 
r ~ * 
C RTC{i>; {j};m,.,.m,-,4-s), 
s = 0 
ou m, est superieur ou egal a r - 1. Grace a 111.7, on voit que l’element 
suivant de U(g): 
d,(f,...f,):= i lqf,f, ’ ’ ’ 1, NX,, jl + (a, + t - s) 61, j, ) 
/, = I 
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est une combinaison lintaire a coefftcients polynomiaux en { tx} de termes 
du m&me type que prtctdemment (cf. (1) (ou {j> = (j, I, ... 1,)). De plus, 
quel que soit l’eltment r~ de 6, ~ , , on a 
ti,(O(l,~ ‘. 1,)) = &(cr) li,(l,. . 1,). 
On peut done utiliser III.7 de proche en proche pour voir que 
t- I 
c 4il...l,-,l,) n (X,~,~+(C(,+t--S)6,~j,)) 
(I,.--l,&,)E&I .s= I 
est une combinaison lintaire a coefficients polynomiaux en {x} d’elements 
de m&me type que ( 1 ), ou j est remplace par (j, . . . j, l I,) ; puis on somme 
sur 1, un element du type (I), i.e. (cf. 1.10.4) 
~=l:~~S,,Tcii};j,...j,~,I,:m,...~, lmt--~)(-~j,,,+ g, Sli,,) 
= T({i}; {j};m,...m, ,m,+ 1) 
r- I 
+ C (3.,+x,3, ,) T((i}; {.j);m,...m, ,m,+l-3) 
,=I 
+cx,S,. ,T({i}; jj);m,...rn,-,m,+l-r). 
D’oh le lemme. 
111.13. LEMME (notations III.2 et 111.10(l)). Soit Y un enfier compris 
entre 1 et k au sens large; on note qr le sowespace vectoriel de u(q) 
engendri par l’ensemhle des PlPments (x-I),.,, V1 6 ibn, vl Gj<s(r), 
,~~~(-l)'S,(,;"'t~)~:j~'t n Y”(tl)q,’ 
; SPr 
Soient (i, j) un element de E, et r un entier positif, on pose: 
a( i, j, r) = i ( - 1 )“S,( t; . . 1;) @j:;-- ,‘. 
5 = 0 
Montrons d’abord que le sous-espace vectoriel de u(g) cngendre par 
l’ensemble des elements a(i, j, r), quand (i, j) varie en restant soumis aux 
conditions de l’enonce du lemme, est stable sous l’action adjointe de q,: 
soit x,,,. un element de q,; alors w est un entier inferieur ou egal a s(r) 
par definition de q, et d’apres I.l0(4), on a: 
Cali, j, r), xv,,.1 = 44 M’, r) a,, - 40, j, r) a,,, 
d’ou l’assertion. 
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II suffit done, pour demontrer le lemme, de verifier que I’on a: 
(1) V(i,j)E&, 1 <<j.S(Y), 4i, j, r) E Vs) qx. 
Cela se fait par recurrence sur r. Regardons le cas ou Y &gale 1; dans ce cas 
on a: 
u(i, j, 1) = xi, - r; 6,, 16&q,; 
c’est un Clement de qx par definition de q,, d’ou (1) dans ce cas. Supposons 
maintenant que Y est strictement superieur a 1 et que (1) est vrai jusqu’a 
Y- 1; d’apres 1.10(l), on a (notations III.lO( i), oti (,v} = {-t’}): 
(2) 
= c ( - 1 )“S,(@;,- ’- t;@;, ’ - “) 
I = 0 
= i (-l)~‘S,,~~;~‘=u(i,j,r). 
., = 0 
De plus, avec 1.10(4), on a: 
[a(& I, r- l),x,,]=a(i,j, r- l)-6,,u(l, 1, r- 1) 
d’ou (2) s’ecrit aussi: 
a(i,,j, r)= C ((x,i-ft:b,,)a(i, I, r- 1) 
/Qs(r I) 
-6,a(l, f, r- l))+s(r- l)a(i,j, r- 1) 
+ 1 u(i, I, r- 1)(.x,,--t:Sli). 
en utilisant la definition de t:, i.e.: 
ti = I, + s(r - 1 ), 
on obtient: 
a(i,j,r)= 1 ((.xlj-t,a,,)a(i,l,r-1) 
/<.s(r- I) 
-6,U(l*l,r-l))+ 1 U(i,I,r-l)(x!,--,6,,). 
I> s(r) 
( 1) rlsulte alors de l’hypothtse de recurrence et de la definition de qx. 
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111.14. COROLLAIRE (notations III.8 et 111.3). 
E, alors on a: 
Soit (v, w) un klbment de 
= i (-l)“-‘(T’({i};wj,...5; 
s=l 
-T’(vi,..*i;..i,; {j};r; {a} 
(2) Les PZPments T’({i}; {j};r; {a}) vPrzfient 111.3(3) 
(3) L’idPal I est de niveau k. 
(1) est un corollaire immtdiat de III.11 et 1.10(4), 
(2) On suppose que t est Cgal A n-s(r) + 1 et que {a} est le r-uple 
( - t; )..., -t:) A permutation p&s comme dans 111.3(3); soient {i} et {j} 
deux t-uples; deux cas sont possibles: 
ler cas. Les entiers constituant le t-uple (j} ne sont pas tous distincts 
et alors, d’aprks III.9 qui dtmontre 111.3(2), on a: 
T({i); {j};r; {a})=O. 
2Sme cas, 11 existe un entier, nott j,, du t-uple {j} qui est infkrieur ou 
kgal A s(r); on note CT la transposition de s et t et d’aprbs 111.9, puis III.12 et 
111.13, on a: 
U(i); {j);r; {a>)= -Q(i);~{j};r; {~))~Wdqx. 
On a ainsi v&if% que le sous-espace vectoriel de U(g) engendrk par l’en- 
semble des kltments T’( { i} ; {j} ; r; {a}) oti {i} et {j} varient dans E, est 
inclus dans U(g) qx; (2) rksulte alors de (1) et de la dtlinition de Z comme 
id&al induit. 
(3) On fait r Cgal k dans III.13 et on voit que Z contient l’klitment suivant 
St0 (- l)“s,(t;. *. t:) @;-“, 
quel que soit (i, j) dans E2 ; d’aprhs 11.16(2) cela montre que Z est de niveau 
infkrieur ou kgal A k. Notons k’ le niveau de Z; alors 11.16(2) montre que 
gr Z contient l’ikment gr 0: (cf. 0.8)) quel que soit (i, j) dans E2 et done 
que tout ClCment de 8 (cf. 111.2) a son plus grand bloc de Jordan de taille 
infkrieur ou tgal A k’; or le plus grand bloc de Jordan d’un Gment de 0 est 
de taille k (cf. 111.2) d’od l’igalitk de k et k’. 
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111.15. DEFINITION. Soient r, {i), f ,.I}, {CL} comme en 111.3; avec les 
notations de 111.8, on pose: 
T(ji); {j);r; (a})=; 1 T’((i); {j);r;a({K})); 
nE2, 
cette definition et III.9 et III.14(2) entrainent immtdiatement que I’ensem- 
ble des elements T( {i}; {,j}; r; (a>) verifient 111.3(l)-(4). 
Remarquons de plus que l’on a: 
( 1) III.1 1 est vrai en remplagant T’( ) par T( ) et /I( {m $) par le 
polynbme fi( {m } ) symttrise en {E } ; on le notera /J( {m } ) pour y referer. 
(2) 111.14(l) est vrai en remplagant T( ) par T( ). 
111.16. PROPOSITION (notation III.2 et 111.15). Soit L un idkal primitif 
de U(g) induit g&e ci un ideal de codimension 1 de U(q). Alors L coihcide 
avec I si et seulement si L contient l’ensemble des 6lPments suivants: 
T( ii}; {j); r; {a}) oi 1 <r<k; t=n-s(r)+ 1; 
vii}, (j) EE,; {cx}=(-t;,..., -ti). 
Grace a 111.15, il suffit de demontrer l’implication reciproque de l’inonce 
de la proposition. Comme en 111.2, on note q; ,..., qh = {q’) Ia partition 
duale de q, ,..., qk et on note (r( 1 ),..., r(v)) le sous-ensemble de {q’} forme 
des entiers distincts ordonnes de telle faGon que l’on ait: 
k=r(l)> ... >r(v). 
Soit w un entier compris entre 1 et v au sens large, notons m’(w), le plus 
grand entier pour lequel on a: 
4 i,II(,l.) = r(w). 
On a en particulier que m’(u) egale m. On voit alors facilement que la 
partition (q, ,..., qk) de n a les proprittes suivantes: 
(1) q,= .‘. = qr(l,) = m; q,(c)+ 1 = qr(v+ I ) = m’(v + 1 1; qr(2)+ I = . . = qk = 
m’( 1 ). 
Notons j. un caractere de q grace auquel L est obtenu par induction; on 
note n; ,..., 1.; (resp. n”, ... &) les elements obtenus de maniere analogue aux 
t’ (resp. 7) mais en changeant x en 1”. 
(2) La demonstration consiste a montrer de proche en proche que les 
r(u) fonctions symetriques en 2; . . A:,,, co’incident avec les mCmes fonctions 
symetriques calculees en t; . . t:(,,, p uis le m&me resultat en rempla$ant r(v) 
par r(v - 1) et caetera jusqu’a r( 1) (egal k). Admettons momentanement ce 
resultat et terminons la demonstration: 
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L’assertation (2) admise, (1) et 111.2(2) montre que le caractere 1 est 
conjugue du caractere 11 par un Clement de GI,(@) (representant une per- 
mutation) qui laisse stable r(q) (i.e., la composante de Levi de q contenant 
les matrices diagonales); la proposition resulte alors de ce qui a tte dit 
en 111.1. 
Montrons (2); admettant, par convention, que Y(U + 1) est nul, on fixe un 
entier w, compris entre 1 et u au sens large, et on suppose que les r( w + 1) 
fonctions symetriques en A; ,..., A;(,,.+,) et t’, ,..., t: ,,,, + ,) coincident (hypothese 
vide si w egale u) et on va montrer le meme rtsultat pour r(w). Ici on pose: 
(3) l Y = Y(W), 1 le plus grand entier pour lequel q; est strictement 
superieur a r (s’il n’existe pas, on pose I tgal0) 
l t=n+l-s(r)=(q\-r)+ ..’ +(qi-r)+l 
(t= 1 si I=O), 
l {cc}=(-ft;,..., -ti), 
l {a} = ( -A; )...) -AL). 
D’apres III.15 et l’hypothbse de la proposition reciproque on sait que L 
contient l’ensemble des elements uivants: 
u({i); {j)):= T({i); {j);r; {a))- Tt{i); I.i); r; {B)) oi {i] et {j] 
parcourent E,. 
On note c le plus grand entier positif inferieur ou Cgal a r + 1 pour lequel 
on a les egalites suivantes: 
(4) VO < s d c - 1, S,s( {CC} ) = S,,( { fi } ); et il faut demontrer que c coi’ncide 
avec r + 1; supposons qu’il n’en soit pas ainsi. 
D’apres (4) et III.1 5(2), on sait qu’il existe un ensemble de polynomes 
symttriques note (fl({m})) (ou (m> E No en r variables qui vtrilient (5) 
(6) et (7) ci-dessous: 
(5) Li”fl( (m]) < tr - (ml (do := degre total du polynome), 
(6) 8(b)) t 1 es nu ou est une combinaison lineaire de monbmes de la 
forme II: = I S,( { Y 1)“‘ ou au moins un des entiers n,s est positif pour une 
valeur de s suptrieur ou egal a c 
(7) (notant A,. le sous-ensemble de A(r, t), cf. III.lO(2) forme des t-uples 
contenant au moins un entier superieur ou egal a c) 
‘(iili {jl)= 1 Cs~.~C{a})~~~s~~C{~))~sj.~C{B)~~~s~.,({P))) 
icA, 
x T({i}; {j};r-A,,..., r-l.,) 
+ Im~N’(B((m})(il})-P({M})(IB})) T({i); (A; Cm}). 
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Remarquons que I’on a, grace a (5) et (6): 
p({m})#O=+m/<tr-c. 
Ainsi (7) montre que l’image de u({i}; {j}) dans U(g),, mC/U(g),rPC. -i 
coincide avec elle de (S,.({cl})--S,.({p))) x9=, T((i); {j);r-d,Jc,..., 
r-drsc) on la note S,.({c(})-S,.((/?)) ~({i}; {jj). On identilie I; {j}) 
a une fonction sur g homogene de degre tr- c et on va montrer que 
U( { i}; {j}) ne s’annule pas sur 0 pour les valeurs suivantes de {i} et {j}: 
(8) (j,...j,-i)=(l)..., q;-r,q;+l,..., q;+q;-r ,..., q;+...+q;-r), 
(i ,,..., i, ,)= (j, +r ,..., j,- , + r), .j, = q; + . ’ + q; + 1, i, =.j, + r - c. 
On note x l’tlement de Lfl qui est nilpotent superieur et qui est sous forme 
normal de Jordan, i.e., 
(9) soit .x=x,?+ .‘. +x,; m,,yi + .“x,;... +q;-,.4i + ...Y;y oti b est le plus 
grand entier pour lequel qj, est strictement plus grand que 1, soit si cet 
entier n’existe pas G est l’orbite de 0. Examinons ce dernier cas d’abord: i.e., 
6 = {O). 
Alors r egale t Cgale 1 et q coincide avec g; l’element T( {i} ; (j} ; 1; {a} ) 
est x,, -t ~6, et le resultat est clair. Revenons au cas oti x est l’element (9) et 
calculons U({i}; {j})(. x avec les notations de (8); on a: ) 
U( { i} ; { j})(.~) est la somme de determinants des t matrices t x t suivan- 
tes (s varie de 1 a t) (cf. O.(8)) 
A(s) = (a,.,,.(s)) oti a, ,,(, s) = (X-y j,,,i,., 
avec la convention habituelle (x0),= S,. 
Si s est strictement inferieur a t la derniere colonne de A(s) est nulle, par 
contre si s est Cgal a t alors A(r) est la matrice identitt d’ou: 
q{i); {j>,(x)= 1. 
Remarquons maintenant que 0 est aussi l’orbite nilpotente defmie par gr L 
et il est done necessaire que l’on ait: 
et cela donne la contradiction cherchte en (4) et termine la demonstration. 
III. 17. Nous allons exploiter III. 16, pour calculer In U(p); d’apres 
111.14(3) l’ideal 1 est de niveau k; on reprend les notations I, gkr m(k) 
(note m ici) de II.3 et 1.24; on reprend aussi les notions EF, “@; ... de 
1.34. On d&nit dans U(g,) des elements “T({i); (j);r; {cx}) et “T({i}; 
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(j>;r; (4) d e 1 a m&me facon que dans U(g). De plus soient r et t des 
entiers vlrifiant les idgalitb suivantes: 
(1) O<rdk et k-rgt. 
On dtfinit E(r, t)’ de la facon suivante: 
l si r est &gal a k: E(r, t)’ = E;‘, 
l si r est different de k: 
E(r, t)- = {(i, **. i,)EE,\i,>ksis>k-r, i,=l,..., iker=k-r}, 
E(r, t)’ = { (il .. .i,)EE,)i,>ksis>k-r, i,=r+ l,..., ik-r=k}. 
Ces ensembles ont en bijection avec E:l-k+r et on notera {i} l’element 
correspondant, i.e., 
(i} = (ikPr+, ... i,). 
III.1 8. LEMME (notations 111.17). Soienf r et t des entiers ut?zjiant 
III.17( 1); alors quels que soient les e%!ments {i} et {j} de E(r, t)- et 
E(r, t) + respectivement et quel que soir I’PIPment {M} de C’, on a: 
T({i}; (j};r; {a>)-“r’({i}; {j};r; (a))EU(g)m. 
On lixe (ij, {j} et ( > c( comme dans l’enonce du lemme; soient (T un 
element de 6, et {l,.(s)}, Gcc,,, G.,Gr-, un element de E,,,_. ,,; on pose: 
4(O) = i,,,.,, l,.(r) =.i,., 
-~l,(.vllr(,s+ I)=x/r(,)/,(s+ I, +(~,+(t--U))6,,(.~,/,(.,+1)~ 
quels que soient les entiers u et s compris entre 1 et 0 et r - 1 respec- 
tivement (au sens large). On pose: 
r-l , 
(*I u,({L(s)))= n n ~l,.(.s~l,(.s+l)~ 
5 = 0 L’ = 1 
et on a par definition: 
(1) T({i); {j>;r; {a))= 1 4~)wA{US)l). ~.{(J,(S)j 
On tixe maintenant 0 et {I,(s)} (1 Q v 6 t, 0 < s 6 r) comme plus haut et on 
note u au lieu de u,( (l,(s)}). On va demontrer que l’on a: 
(2) UE U(g) m sauf si (I”(s)> satisfait a: 
l I,(s)=s+v quand 1 <u<k-r et O<s<r, 
l l,(s) > k sinon, 
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et dans ce cas on a: 
\=0 I,=!, rtl 
I1 est clair qu’avec (1) cela terminera la demonstration. Prouvons (2). 
(w) Pour cela on dtfinit les entiers relatifs suivants: soit s, le plus grand 
entier, s’il existe, pour lequel il y a un entier u tel que I,(s,) soit Cgal a 1; on 
choisit alors u, maximal pour cette propriett mais si s, n’existe pas de cette 
facon, on d&nit s, et u, comme ttant egaux a - 1. On detinit de la m$me 
facon (sz, t12) (i.e., I,,,(s,) = 2, ou I,,(s) #2, Vu, s ,... )... (skuk)). Supposons 
d’abord que k - Y est un entier positif; dans ce cas, puisque i, est &gal a 1, 
s, et u, sont des entiers positifs et s, est strictement inferieur a Y par 
definition de {j]; soit M’ un entier plus grand que 1 et admettons que nous 
ayons demontre soit que u est dans U(g) m, soit que les proprietes suivan- 
tes sont veritiees (w d k): 
(3) O<s, <.s2”. <s,,+, <r, 
(4) s, + 1 =s2*u, <uz )..., s,,.+, + 1 =s,, .2=u,,-2<uu,,.+,; 
et supposons d’abord que l’on ait: 
SW , as,,. ou s,,. _ , = s,; ’ et u,,. < v,,. _ , 
et montrons qu’alors u est un element de U(g) m; ces hypotheses et les 
definitions de (s,,., u,,.)(s,,.~ , , v,, ,) entrainent que l’on a: 
l l:=I,,p,(s,, + l)>u’;,~,,.~,,,=x,,.~,,/; 
il n’existe pas de terme plus a droite que x,._ ,, dans l’tcriture de u 
(cf. (:)) de la forme x ,,,. + a6 ,,,, ou xjll.-, + bSj ,,,-, ou xpms + cd,,,,. oti m’ est 
inferieur ou egal a w et a, b, c sont des elements de @. 
Ainsi on voit que toute relation de commutation entre un element de 
type x,,.~~ ,,, (ou p est suptrieur strictement a W) et un terme plus a droite 
que x,,. , , dans l’ecriture de u fait tventuellement apparaitre un Clement de 
la forme x,,.~ ,,,,, 06 m’ est strictement plus grand que w et pas d’autres 
termes. Par definition de m, cela prouve que u appartient a U(g) m. 
Supposons maintenant que l’on ait en plus de (3) et (4) 
(5) s,,.-, <s,,. =r, 
(6) s,,. = s,,. _ , + 1 =u,,.>v,,.-,. 
Grace a (3) et (5) et l’hypothese faite sur {j}, on a: 
raw-1; w =j,.,, 2 r + 1 
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&Oh 
r=w-1 et v,.= 1, 
s,=O,s*=l,..., S ,,,-, =w-2=r-1, 
u, = ... = v,,.= 1. 
(cf. (**)) soit different de (- 1, - l), supposons que u ne soit pas dans 
U(g) m et qu’il existe w (entre k - Y + 1 et k) tel que (s,,., v,,.) est different de 
( - 1, - 1) et fixons w maximum avec cette propritte; on remarque grace a 
(8) que v,,. est strictement superieur a k - I et grace a l’hypothese faite sur 
{j), cela entraine que s,. est strictement inferieur a r; on pose: 
A.,, b,, ) = 4 I,.,,(s,,. + 1 ) = 1’. 
Par maximalite de w l’entier I’ est plus grand que k et il n’existe pas dans 
l’tcriture de U” (cf. (8)) de terme plus a droite que 5?,,, (igal x,,,) de la forme 
x,,, + PS,,, oh h est enferieur ou egal a k et /3 est un nombre complexe. I1 est 
alors clair, par definition de m, que u est dans U(g) m, ce qui est la 
contradiction cherchee et termine la demonstration. 
Ainsi nous avons dtmontre que deux cas sont possibles 
l soit u appartient a U(g) m; 
l soit I,(O)= 1 (i.e., r(l)= l), l,(l)=2 ,..., I,(r)=r+ 1, et pourp com- 
pris entre 0 et r - 1 au sens large, il n’existe dans u (cf. (*)) de terme plus a 
droite que .fllc,, ,,,, p + , ) (egal x,, + , p + 2) de la forme x,, + zi + ad,, + z, (oh a est 
un element de C) que si j est egal a p + 3 et ce terme est alors x,,,~ + , ,,,(p + 2) 
c’est la definition de (s,, + z, II, + 2)). 
D’ou, si u n’est pas dans U(g) m, on a: 
d’oh aussi: 
Si k-r est strictement superieur a 1, on recommence le raisonnement 
precedent en remplacant u par le terme entre parentheses dans (7) et en 
remarquant qu’il n’y a plus de 1 dans (i, . i,) et que tous les entiers j, . . . j, 
sont strictement superieurs a r + 2 (i.e., tout est d&ale de 1). 
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On trouve alors que 24 appartient a U(g) m ou que I’on a: 
l,(O) = 2,..., 12(r) = r + 2, 
4’ ir f/,,s)/,(,+ ,P 
.I = 0 I’ = 3 
De proche en proche, on montre que deux cas sont possibles 
soit u appartient a U(g) m; 
(8) soit I,.(s) = s + u si 0 6 s & r et 1 Q v <k - r et en notant 
U”=n::,:n:.& r+,-~,,,.,)/,(.,+I); u-u”~W)m. 
11 ne reste done plus qu’a demontrer que quel que soit k - r, si u n’appar- 
tient pas a U(g) m il n’existe pas d’entier, note u’, compris entre k - r -t 1 et 
k (au sens large) tel que le couple (s,,.~,,) 
111.19. COROLLAIRE (notations et hypotheses de 111.18). On fixe r, t, 
{x ), (i) et {j} satis/bisant au h,vpothPses de III.18 et on suppose en plus 
que I’on a: 
alors on a aussi 
“T’({i}#; {.i>#;r; {@})EI#. 
On note A l’eliment de Y( 1; k.. ‘2) de V(p) (cf. 1.23(2) et “T l’eltment 
“T( \I, (.I-#; {cJ}#;r; { LY 1). Soit u un element de U(g), d’aprts II. 15, il existe 
un element u de U(p) et un entier, note N tels que l’on ait: 
ANu-v~E. 
Comme tout element de U(g) m est une combinaison lineaire finie 
d’tlements de la forme uu’ oti u appartient a U(g) et u’ A m, ce qui precede 
prouve que tout Clement de U(g) m multiplie a gauche par une puissance 
convenable de A devient un Clement de I+ U(p) m. 
Gdce a 111.18, choisissons done un entier note M assez grand pour que 
I’on ait: 
A”(T’({i}; {j};r; ICY.})-“T)EZ+ U(p)m; 
d’oti, g&e a l’hypothbe de l’enonce du corollaire, on a aussi: 
A”“T~ I+ U(p) m. 
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Or, par definition, “T est un Clement de U(gk) et AM est, d’apres 1.32, con- 
gru A 1 modulo V(p) m; comme gk stabilise m, on voit que l’on a (cf. 11.3) 
“TE (I+ U(p) m) A U(g,) = ((Zn U(p)) + U(p) m) n U(gk) = I’. 
D’oh le corollaire. 
111.20. COROLLAIRE. L’orbite nilpotente de gk difinie par gr I# est 
I’orbite dont les PlPments ont (m - 1) blocs de Jordan de taille (q;,..., qk,) (ti 
I’ordre p&s). 
Reprenons les notations de 111.2; soit b’ le plus petit entier tel que qh. soit 
Cgal a 1. Si b’ est egal a 1, alors k egale n et gk et I sont nuls, le corollaire 
est trivialement vrai. Supposons done que 6’ est strictement plus grand que 
1 et on note b’ - 1 par b. On remarque qu’en tant que partition de n -k, 
(q;,,.., qin) est la partition duale de (q, - I,..., q,, - 1). Soit r un entier positif 
inferieur ou igal a b; alors on pose: 
t=n+l-Cqj 
/St- 
(=n+ 1 -s(r)), 
t”=n-k+ 1 - c (q,- 1) (=r-(k-r)aO). 
i<r 
On note C # l’orbite nilpotente dtlinie par I#. D’apres III.14 puis 111.19, on 
sait que pour un r-uple bien choisi, note { c(), on a: 
V{i}, (j)eE:#, 
u”({i}; {j}):=“T’((i)# {j}#;r; (a))EI#. 
Tout element de 6’ doit annuler gr u”( { i}; {j}); d’apres III.3( 1) et (2) 
(prouvts en 111.9) ou on remplace g par gr, on voit facilement (cf. O.(8)) 
que l’annulation des fonctions gr U# ( {i} ; (,jj) entraine que tout element, 
note Y de O# verilie = 2 
(1) dim Im(x’) <n-k - 1 q,, Vl <r<b 
i<r 
Notons 0” l’orbite nilpotente detinie par la partition 4;. . q;,; (1) prouve 
que Ton a: 
(2) c”# C8”. 
Calculons les dimensions de 8 # et de 0”; pour celle de 0 #, on utilise 
11.3(4) et 11.15, i.e.: 
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(3) dim Lr # = dim U(g,)/Z# 
=dim U(p)/In U(p)-(2n-k)(k- 1) 
=dim U(q)/1-(2n-k)(k- 1) 
= dim Ii - (2n - k)(k - 1). 
Quant a la dimension de lfi”, elle se calcule grace a la partition 
(q, - I,..., q,,- 1) de n-k, i.e.: 
1/2dimP”=‘x’(q,,-1) f: (q/-l) 
,=I ,=,+I > 
h-l 
= ,T, (4.,- 1) i: (4,- 1)). 
,=r+l 
Or on a aussi: 
k I 
1/2dimC= 2 qy 
., = I 
d’oti: 
(4) 1/2(dim LP-dim CC”) 
= 1;; (,_i, , )(Si - 1)) + 1;; Ck -S) q., 
k k 
= c (j-l)(qi-l)+ 1 (k-s)q., 
,=I ., = I 
=-k(k- 1)/2+(k- i)n=(2n-k)(k- 1)/2. 
Alors (4). (3) et (2) prouvent le corollaire. 
111.21. Ici on va calculer In U(p), sous I’hypothese de recurrence, 
justiliee en IV.1 ci-apres, suivante: 
(*) Tout ideal primitif completement premier de U(gk) est induit. 
Rappelons que la dimension de gk est strictement inferieure an. On garde 
les notations de 111.2. 
On note q” la sous-algebre parabolique de gk qui contient les matrices 
triangulaires inferieures et qui est delinie par la partition q, - l,..., qh - 1 de 
n - k (01‘1 h est le plus grand entier pour lequel qh est plus grand que (1). 
On note x” le caractere de q” qui est defini de la facon suivante: 
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Soit s un entier compris entre 1 et b au sens large alors on pose, pour 
tout entier j compris entre k + 1 + C, < J (q, - 1) et k + C, S ,, (q, - 1 ), 
(1) X”(Xjj) + 1 (4, - 1) = c, 
f < s 
c’est-a-dire n tordant par - l/2 fois les traces: 
j”(x,,)= t:- 1/2(n-k)+(q,Y- 1)/2=i,,+ (k- 1)/2, 
i.e.: 
(2) 2,:' = i, + (k - 1)/2. 
Alors on va montrer que l’on a: 
(3) L’idPal I# de U(gk) est induit grdce au caracthe f’ de q”. 
(Remarquons que la translation dans (1) disparait si on utilise systemati- 
quement l’induction tordue.) 
Grace a 111.20, III.2(5) et l’hypothese de recurrence (*), on sait que I# 
est induit grace a un caractere de q”. Pour calculer le caractere on utilise 
111.19; reprenons les notations de 111.17; la definition de “T( {i} ; (j} ; r ; 
{ c( >) prouve que III.19 est aussi vrai si on remplace T’( ) par T et “T par 
“T; done grace a III.1 5, on sait que I contient l’ensemble des elements 
suivants: 
“T({i}; {j};r; {a}) oh l<rbb, 
t=(n-k)+ 1 - C q,, 
r<r 
{a ) = ( - t; ‘...) - 2:). 
(i}, {j} E E: (cf. 1.34), 
On utilise maintenant 111.16, oh on remplace g par gk et on voit que I# est 
induit par le caractere de q” vtrifiant (1 ), d’ou (3). 
IV. CONCLUSION 
IV.l. THBOR~ME. Soit I un idial primitf complStement premier de 
l’algdbre enveloppante de sl,,(@) ou de gl,,(C), alors I est induit par un id&al 
de codimension 1 de l’algPbre enveloppante d’une sous-algtbre parabolique de 
sl,,(C) ou gl,,(@) (respectivement). 
11 est clair qu’il suffit de le demontrer pour g/J@). Reprenons les 
notations 9, k(i.e., niveau de I), I# (ideal derive de I), ,qk de 11.3, ainsi que 
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celles de 11.20 (i.e., Z(g),) et demontrons le theoreme par recurrence sur n; 
le theoreme est trivial si n est egal a 1. Comme gk est de dimension stric- 
tement plus petite que n, on choisit une sous-algebre parabolique, notte q”, 
de gk et un caractere x” de q” permettant de trouver I# par induction; 
comme on l’a expliqut en 111.2, on peut supposer que q” contient les 
matrices triangulaires inferieures incluses dans gk et que q” est dttinie par 
une partition de n -k, notee (ql -- l,..., qb - 1) vtrifiant: 
413 ... >q()> 1. 
On note q la sous-algebre parabolique de g contenant les matrices 
triangulaires inferieures et delinies par la partition de n suivant 
(4 I,..‘, q*, 1 ... 1) oti 1 apparait k-b fois. 
Remarquons que le niveau de I# (dans U(gk)) est b d’apres 111.14(3) (01‘1 
on change (Z, g) en (I”, gk) et qu’il est inferieur ou tgal a k (cf. 11.19)) 
(1) Ainsi le t de 11.20 est maintenant b. 
Definissons un caractere de q, note x, tout d’abord sur l’ensemble des 
elements (x,) oti j est inferieur ou Cgal a n - (k - 6) par les formules 
III.21 (1) et 111.2( 1); on delinit ensuite x sur toutes les matrices diagonales, 
tore note h, en s’arrangeant pour que l’image de In Z(ghpb par 
l’homomorphisme de Harish-Chandra soit incluse dans le noyau de x (i.e., 
x - l/2 tr ad g/q) prolong6 en un caractere de U(h); cela est possible puis- 
que x(x,~) pour j compris entre II - (k - 6) + 1 et n, au sens large, restait a 
determiner. Notons I’ l’ideal primitif completement premier de U(g) obtenu 
en induisant le noyau de x prolong6 de maniere evidente a U(q). D’apres 
111.14(3), III.21 et l’hypothese de recurrence (qui assure (*) en 111.21), on 
sait que l’on a: 
l nivean de Z’= k, 
. T#=Z#. 7 
d’oti (cf. 111.3( 1)) 
In U(p) =T n U(p). 
Par delinition de x, on a aussi: 
ZnZ(gLb=~nZkLb; 
d’oti le theoreme grace B 11.20 (cf. (1) pour le changement de notation). 
IV.2. Remarque. Notons p’ la sous-algebre de Lie de g (oti g est gZ,(@) 
engendree par p et I’tltment x,r ; soit p,, comme en [Dill, la sous-algebre 
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de p’ ensemble des matrices de trace nulle et notons Z, l’element C:‘= i xii; 
il est clair que p’ est le produit direct de p (resp. p,) et du sous-tore de g 
engendre par Z, . Soit I un ideal primitif de U(g), alors In C [Z, ] est un 
ideal maximal de @[Z,] et les trois assertions suivantes sont equivalentes: 
l In U(p’) E Prim U(p’), 
l In U(p)E Prim U(p), 
l In U(p,,) E Prim U(p,?). 
Ainsi 11.16, prouue la conjecture [Dil, 6.121. 
Remarquons aussi que la reduction de Mackey (cf. 11.2) se fait de la 
mCme facon pour les 3 sous-algebres de g que sont p, p’ et p,,; ainsi la 
notion de niveau de ce papier est la m&me que celle de [Dil, 5.61 et d’apres 
111.14(3) et IV.l, on a done dtmontrt l’interprttation suivante du niveau 
d’un ideal primitif completement premier de U(g), note I: 
Le niveau de Z est la dimension du plus grand bloc de Jordan d’un element 
de l’orbite nilpotente attacher a I. 
De plus, on a delini en III.3 l’ideal derive de Z note I#; notons gb la sous- 
algebre de Lie de g engendrte par [gk, gk] et l’element Cf=, xii et notons 
aussi gk(n) la sous-algebre de Lie de g; ensemble des matrices de trace 
nulle. En travaillant avec p’ (resp. p,,) au lieu de p, on definit de man&e 
analogue a I# des ideaux completement premiers de U(g;) 
(resp. U(gi(n))), notes I’ (resp. Ii,); il est facile de voir que l’on a: 
On peut alors delinir le deuxieme niveau de Z comme Ctant le niveau de Z 
ou de Ii,, ces deux entiers comcident. D’apres 111.21, on siat que l’on a: 
Le deuxieme niveau de Z est la taille du deuxieme bloc de Jordan (pour 
l’ordre d&croissant) d’un element de l’orbite nilpotente attachee a I. 
On peut done retrouver l’orbite nilpotente attachee a un ideal primitif 
completement premier de U(g) en calculant des intersections d’ideaux et de 
sous-algebres envelloppantes et en utilisant la theorie de Mackey. 
IV.3. THBORI~ME. Soit Z un ideal completement premier de l’algtbre 
enveloppante de gl,( C) ou sl,( C), alors il existe une sous-algebre parabolique, 
notee q, et un ideal completement premier, note J, de U(q) contenant [q, q] 
tel que Z soit induit par J. 
Le cas de s/,,(C) se deduisant de celui de g/,(C), nous traiterons ce der- 
nier cas en notant g/,(C) par g. La demonstration de IV.3 est analogue a 
celle de IV.1; soit k le niveau de Z et I# l’ideal derive de Z (cf. 11.3) dont on 
reprend les notations). On demontre le theoreme par recurrence sur n; 
comme la dimension de gk est strictement plus petite que n, on sait que 
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I’ideal completement premier (cf. 11.3) I# de U(qk) est induit par un ideal 
completement premier, note J”, d’une sowalgebre parabolique, note q”, de 
gr, ou J” contient [q”, q”]. I1 est alors clair qu’il existe une sous-variete 
fermee et irreducible, notie F”, de q“* tel que l’on ait: 
. ‘Jx” E p--n, f’[q”, q”] = 0, 
l (en notant m,,, I’ideal maximal de U(q”) noyau du caractere x” ou 
x” appartient a 9”) 
J” = n m,.. 
1”E.F” 
Alors on a: 
(1) I# = n ind(m,.., q”, gk). 
f t .P” 
Le niveau d’un ideal ind(m,,,, q”, gk) est constant quand 1” parcourt 9” 
(cf. III.14(3)) et en regardant la definition du niveau de Z##, don&e en II.3 
ou on change g en g,, il est clair que c’est aussi le niveau de I#. On peut 
alors, grace a 11.19, definir q comme dans la demonstration de IV.1 dont on 
reprend les notations. Soit x” un Clement de F”, et on definit un sous- 
ensemble de caractere de q, note 9(x”) de la facon suivante: 
(2) ~EF(x”)+x(x~,) vtrifie 111.21(l) quand j est inferieur ou egal a 
n-k + h et le noyau de 2 dans U(h) contient l’image de In .Z(g)k-h par 
l’homomorphisme de Harish-Chandra. On pose: 
9 = u I, 
%” E 3” 
9= {jlxEs}. 
En outre avec les notations de 111.10, I’application suivante de C” dans C”: 
cp(u,“.~,,)~(~,‘~.u,,~,+h,S,(a,“’~,,),..., Sk ,(a,..~%,)) 
est un revetement galoisien. On identifie 9 de maniere Cvidente a une sous- 
variete fermte de C”, et F” a une sous-variete fermee et irreductible de 
C’l- k + h grace a 111.21(2), i.e., 
x” + a, = .” = uq, = 2”(Xk + I.& + I ) - (k - 1 v-2 
a Yi = “’ = uYI + Y2 = jy’(x, +y,,k+qi)-(k-1)/2... 
De plus, grace a l’homomorphisme de Harish-Chandra, Z(g)k ~ h s’identifie 
au polynbme en les (k - h) variables Si (ou i varie entre 1 et k - b au sens 
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large) et on note X la sous-variete fermee de Ck ’ dtlinie par In Z(g), -h. 
Alors avec (2) on obtient: 
(3) x& (=)xEcp-‘(9”xX). 
Ainsi 9 est une sous-varittk ferm(te irrkductible de q* formte de carac- 
teres de q. On prolonge chaque element de 8, note x, en un caractere de 
U(q) et on note m, son noyau; alors l’idtal J suivant de U(q): 
J= fi m, 
,t.F 
est un idttal complktement premier de U(q); d’aprks [Cl, l’idtal induit 
suivant: 
I’ = ind( J, q, 9) ( =,pF ind(m,, (1, (II) 
est un idtal complktement premier. I1 ne reste plus qu’i dkmontrer que I et 
I’ co’incident; on a 
L :=Z’n U(p)= n (ind(m,, q, g)n U(p)). 
,t.f 
Reprenons la notation m(k) de III.3 et posant CJ; la sous-algebre de p 
engendrk par gn et l’ensemble des kltments (xi,), G ,< iS,l; d’apres III.21 (et 
IV.1 qui demontre (*)), on a: 
L= n ind(ind(m,,,, q”, h) + Wh) m(k), d, P) 
/“E F” 
= ind(z” + WC-I;) m(k), g;, P) 
d’ou, par definition de I#: 
I’ n U(p) = In U(p). 
11 resulte de (3), que l’on a aussi 
et le theoreme est done une consequence de 11.20. 
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